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数学 应 该 是 绝 大 多 数 人 一 生 中 学 得 最 多 的 一 门 功 读 . 认真 学 习 数 学 ， 努 
力学 好 数学 ， 不 仅 可 以 牢固 地 打 好 数学 的 知识 基础 ， 和 车 握 一 种 科学 的 语言 ， 
为 走 进 科 学 的 大 门 提 供 有 力 的 工具 和 坚实 的 后 盾 ; 更 重要 地 ， 通 过 认真 而 严 
格 的 数学 学 习 和 训练 ， 可 以 领会 到 数学 的 思想 方法 和 精神 实质 ， 造 就 一 些 特 
有 而 重要 的 素质 和 能 力 ， 形 成 目 己 的 数学 系 养 ， 让 人 变 得 更 加 聪明 ， 更 有 智 
营 ， 更 有 竞争 力 ， 终 身受 用 不 尽 . 从 这 个 意义 上 ， 可 以 毫 不 伪 张 地 说 ， 数 学 
教育 看 起 来 似乎 只 是 一 种 知识 教育 ， 但 本 质 上 是 一 种 素质 教育 ， 其 意义 是 十 
分 深远 的 . 

中 学 阶段 的 数学 学 习 ， 应 该 为 学 生 今后 的 成 长 和 发 展 鞠 定 坚 实 的 基础 ， 
编写 教材 也 要 力求 遵循 这 一 根本 宗旨 . 那 种 以 种 种 名 义 ， 将 一 些 “ 高 级 ?或 “时 
艇 ”的 东西 ， 不 顾 实际 情况 地 下 放 进 中 学 的 教材 ， 和 数学 的 基础 训练 抢 跑 道 ” 
的 做 法 ， 是 不 可 取 的 . 同时 ， 数 学 学 科 是 一 个 有 机 联系 的 整体 ， 一 定 要 避免 
知识 的 碎片 化 ， 从 根本 上 改变 单纯 根据 "知识 点 "来 安排 教学 的 做 法 . 人 为 地 
将 知识 链条 打 断 ， 或 将 一 些 关 键 内 容 以 "减负 ”的 名 义 删 去 ， 只 会 造成 学 生 思 
维 的 混乱 ， 影 响 学 生 对 有 关 知 识 的 认识 与 理解 ， 实 际 上 反而 会 加 重 学 生 学 习 
的 负担 ， 是 不 值得 效法 的 . 在 任何 情况 下 ， 都 要 基于 谍 程 标准 ， 贯 彻 “ 少 而 
精 ” 简 而 明 ” 的 原则 ， 精 心 选 择 与 组 织 教 材 内 容 ， 抓 住 本 质 ， 返 瑞 归 真 ， 尽 可 
能 给 学 生 以 明快 、 清 新 的 感受 ， 使 学 生 能 更 次 入 地 领会 数学 的 真 席 ， 让 数学 
成 为 广大 学 生 喜 闻 乐 见 的 一 门 诛 程 . 

怎么 才 算 " 学 好 了 数学 " 呢 ? 对 这 个 问题 是 需要 一 个 正确 的 认识 的 . 作为 
一 门 重 思考 与 理解 的 学 科 ， 数 学 学 习 要 强调 理解 次 和 人 、 运 作 熟 练 和 表达 明晰 
这 三 个 方面 . 这 儿 所 说 的 “运作 " 泛 指 运算 、 推 理 及 解 题 等 环节 . 三 者 的 关键 是 
深入 的 理解 ， 只 有 不 仅 知 其 然 、 而 且 知 其 所 以 然 ， 才 能 掌握 数学 的 精髓 ， 更 
好 地 实现 妃 外 两 方面 的 要 求 . 如 果 只 满足 于 会 解 题 ， 甚 至 以 " 刷 题 "多 与 快 为 
菏 ， 但 不 求 甚 解 ， 承 难以 和 数学 真正 结缘 ， 是 不 值得 鼓励 与 提倡 的 . 表达 能 
力 的 培养 也 要 引起 足够 的 重视 . 要 使 表述 简明 清晰 并 不 是 一 件 容 易 的 事 ， 别 


人 三 言 两 语 就 说 清楚 了 的 ， 自 己 却 颠 三 倒 四 、 不 得 要 领 ， 能 够 说 真正 弄 懂 了 
数学 吗 ?! 

为 了 帮助 学 生 学 好 数学 ， 也 为 了 帮助 教师 教 好 数学 ， 本 教材 秉承 上 述 理 
念 ， 在 编写 上 做 了 认真 的 探索 与 实践 ， 和 希望 能 成 为 广大 师 生 的 良师益友 ， 更 
好 地 发 挥 引 路 和 示范 的 作用 . 书 中 各 章 的 章 首 语 ， 虽 只 有 不 到 一 页 的 篇 幅 ， 
但 却 是 该 章 入 门 的 一 个 宏观 向 导 ， 务 请 认真 注意 . 各 章 末 的 内 容 提要 ， 人 简明 
扼要 地 列 出 了 该 章 的 核心 内 容 ， 和 希望 对 复习 能 起 到 较 好 的 帮助 . 各 章 的 主体 
内 容 ， 包 括 正 文 、 练 习 及 复习 题 以 及 边 注 ， 更 是 字 蔷 句 酌 、 精 心 编写 的 .和希 
望 广大 同学 养 成 认真 阅读 及 销 研 教材 的 习惯 ， 这 样 就 一 定 会 发 现 ， 学 习 中 所 
碰 到 的 种 种 问题 ， 原 则 上 都 可 以 从 教材 中 找到 答案 ， 大 家 的 学 习 方法 和 自学 
能 力也 一 定 会 得 到 极 大 的 提升 ， 从 而 牢 牢 掌握 住 学 习 数 学 的 主动 权 . 

本 套 教 材 涵盖 《普通 高 中 数学 课程 标准 (2017 年 版 2020 年 修订 )》 所 规定 
的 必修 课程 和 选择 性 必修 课程 的 内 容 ， 共 分 七 册 ， 包 括 必修 四 册 、 选 择 性 必 
修 三 册 ， 其 中 必修 第 四 册 和 选择 性 必修 第 三 册 是 数学 建 模 的 内 容 . 必修 前 三 
册 和 选择 性 必修 前 两 册 共 同 构建 了 高 中 数学 的 知识 体系 和 逻辑 结构 ;数学 建 
模 内 容 与 数学 知识 的 逻辑 结构 没有 直接 的 关系 ， 不 依附 于 特定 知识 性 内 容 的 
教学 ， 而 在 于 强调 数学 知识 在 解决 实际 问题 中 的 应 用 ， 强 调 它 的 活动 性 、 探 
索性 和 综合 性 . 因此 ， 两 册 数 学 建 模 教 材 不 是 前 三 册 或 前 两 册 教 材 的 后 继 ， 
而 且 都 包含 比 教学 课时 数 要 求 更 多 的 内 容 ， 供 各 个 年 段 灵 活 地 、 有 选择 地 使 
用 ， 以 实现 数学 建 模 的 教学 目标 . 
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在 平面 几何 中 我 们 已 经 知道 ， 在 一 个 三 角 
形 中 ， 大 角 对 大 边 ， 但 这 只 是 一 个 关于 边 与 角 
之 间 关 系 的 定性 性 质 . ee 
的 边 与 角 之 间 的 关系 ， 为 测量 、 航 海 及 天 文 等 
方面 的 实际 应 用 提供 依据 ， 需 要 引入 一 个 角 的 
正弦 、 人 余弦、 正切、 余 切 等 概念 ， 建 立 三 角 学 
人 
ee 

绍 了 求解 直角 三 角形 的 方法 及 其 应 用 . 本 章 将 
拓展 角 的 概念 ， 并 对 一 个 任意 给 定 的 角 给 出 其 
相应 的 正弦、 余弦、 正切 、 余 切 的 定义 ， 学 习 
使 用 三 角 恒 等 变换 化 简 三 角 表 达 式 ， 进 一 步 探 
讨 三 角形 中 边 与 角 之 间 的 定量 关系 ， 从 而 有 效 
地 解决 有 关 的 实际 问题 ， 并 为 下 章 学 习 三 角 函 
数 的 性 质 以 及 学 习 解 析 几 何 、 立 体 几 何等 后 续 
章节 黄 定 基础 


医 政 锐角 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 、 余 切 


[ 王 太 正光、 余 弘 正切 、 余 切 


如 图 6-1-1， 将 直角 三 角形 ABC 中 (其 中 CC 王 90?) 一 A、 
一 B、~:cC 的 对 边 边 长 分 别 记 作 <、2、c. 在 初中 我 们 已 经 知道 ， 


锐角 A 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 、 余 切 的 定义 分 别 为 


CQ D CQ D 
sin A 一 一 ，cosA 一 一 ，tan A 一 二 ，cotA 一 一 . 
C C CQ 


0 
由 简单 的 比值 关系 以 及 色 股 定理 ， 还 有 如 下 结论 ; 
sin2A 十 cos2A 一 1， 
coOSs 人 
coSs 人 
cotA 一 mA， cotA 一 记 筷 ， 


sin (90 一 人 A)=cosA，cos (90 一 A) = 一 sin A， 
tan (90 一 人 A)= 王 cotA，cot (90 一 人 )=tan 人 A. 


我 们 还 知道 如 下 一 些 特殊 角 的 正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 值 
( 表 6-1) : 
表 6-1 

工 3 V3 
和 2 有 3 
45” v2 2 1 1 

名 2 

。 3 1 5 

加 加 .5 


攻 任意 角 及 其 度量 


在 小 学 和 初中 我 们 已 经 知道 ， 角 是 具有 公共 端点 的 两 条 射线 
所 组 成 的 图 形 ， 角 还 可 以 看 作 是 平面 上 由 一 条 射线 绕 着 其 端点 从 


初始 位 置 ( 始 边 ) 旋 转 到 终止 位 置 ( 终 边 ) 所 形成 的 图 形 ( 图 6-1-2)， 
我 们 以 前 学 习 过 的 锐角 、 直 角 、 钝 角 、 平 角 和 周 角 ， 其 大 小 都 在 
0 到 360" 之 间 . 不 过 在 体操 、 跳 水 等 体育 运动 中 ， 会 听 到 转 体 
720"、 转 体 1 080" 等 术语 ; 当 手 表 比 标准 时 间 慢 或 者 快 10 分 钟 的 
时 候 ， 只 需要 将 分 针 旋 转 60" 就 可 以 调节 准确 ， 但 也 有 按 顺 时 针 
和 逆 时 针 方 向 旋转 的 差异 . 因此 ， 要 准确 地 刻画 这 些 现象 ， 对 于 
角 而 言 ， 不 但 要 考察 旋转 量 ， 而 且 要 考察 旋转 方向 ， 这 就 需要 适 
当 推 广角 的 概念 . 

习惯 上 规定 : 一 条 射线 绕 端 点 按 闭 时 针 方 向 旋转 所 形成 的 角 
为 正 角 ， 其 度量 值 是 正 的 ; 按 顺 时 针 方向 旋转 所 形成 的 角 为 负 
角 ， 其 度量 值 是 负 的 (图 6-1-2)， 

寺 别 地 ， 当 一 条 射线 没有 旋转 时 ， 我 们 也 认为 形成 了 一 个 
称 为 零 角 . 零 角 的 始 边 与 终 边 重合 . 

这 样 ， 我 们 可 将 角 的 概念 推广 到 任意 角 ， 包 括 正 角 、 负 角 与 
零 角 ， 也 包括 超过 360 的 角 . 

为 了 便于 研究 角 及 与 其 相关 的 问题 ， 可 将 角 置 于 平面 直角 坐 
标 系 中 ， 使 得 角 的 顶点 与 坐标 原点 重合 ， 角 的 始 边 与 zx 轴 的 正 半 
轴 重 合 . 此 时 角 的 终 边 在 第 几 象 限 ， 就 说 这 个 角 是 第 几 象 限 的 
角 ， 或 者 说 这 个 角 属 于 第 几 象 限 . 如 图 6-1-3，60 和 420 都 是 第 
一 象限 的 角 ，135 和 一 225 都 是 第 二 象限 的 角 . 当 角 的 终 边 在 坐 
标 轴 上 时 ， 就 不 说 这 些 角 属 于 哪 一 象限 . 


角 


反 


图 6-1-3 
例如 ， 寿 角 v 是 第 一 象限 的 角 ， 将 其 终 边 统 原 点 逆 时 针 旋 转 
90 后 ， 所 得 的 角 “十 90 是 第 二 和 象限 的 角 ; 将 其 终 边 绕 原 点 逆 时 
针 旋转 180" 后 ， 所 得 的 角 “十 180" 是 第 三 象限 的 角 ;， 而 将 其 终 边 
绕 原 点 顺 时 针 旋转 90 后 ， 所 得 的 角 “一 90 则 是 第 四 象限 的 角 . 
从 角 的 形成 过 程 中 可 以 看 到 ， 与 某 一 个 角 x 的 始 边 相 同 且 终 
边 重 合 的 角 有 无 数 个 ， 它 们 的 大 小 与 角 v 都 相差 360 的 整数 倍 ， 


在 图 6-1-3 中 ，60 的 角 和 420 的 角 的 终 边 重合 ， 前 者 与 后 者 之 
差 为 一 360 ;135 的 角 和 一 225 的 角 的 终 边 重合 ,前 者 与 后 者 之 差 
为 360. 进一步 ， 我 们 可 以 把 所 有 与 角 wx 的 终 边 重 合 的 角 ( 包 括 


6.1 


正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 


已 
正 角 
O 4 
G 负 角 
图 6-12 


为 简 单 起 见 ， 在 
不 引起 混 消 的 前 提 下 ， 


用 oa” 或 “ “ao” 可 简 记 
作 “a7”. 


角 x 本 身 ) 的 集合 表示 为 


{818 三 上 。360" 十 <，&EZ)}. 


人 @ 国 判断 下 列 各 角 分 别 属于 哪个 象限 ; 

(1) 一 240 ; (2) 2 100 . 

解 〈1) 因为 一 240" 王 一 360" 十 120"， 而 120" 的 角 属 于 第 二 
象限 ， 所 以 一 240" 的 角 属 于 第 二 象限 . 

(2) 因为 2 100" 王 5X360" 十 300"， 而 300" 的 角 属 于 第 四 象 
限 ， 所 以 2 100" 的 角 属 于 第 四 象限 . 

包 现 扎 出 与 一 ?200 的 终 边 重 合 的 所 有 角 组 成 的 集合 S， 
并 列举 S 中 满足 不 等 式 一 360" 过 8 一 720" 的 所 有 元 素 1. 

解 ”因为 

S 一 (818=E。360" 一 200"，&EZ)， 

所 以 当 一 360" 和 受 8 一 720" 时 ，p8 三 一 200" 或 160? 或 520”. 


ED 一 一 


1. 判断 下 列 命题 是 否 正确 ; 


(1) 终 边 重 合 的 两 个 角 相 等 《2) 锐角 是 第 一 象限 的 角 ; 
(3) 第 二 象限 的 角 是 钝 角 ; (4) 小 于 90* 的 角 都 是 锐角 ， 


2. 分 别 用 集合 的 形式 表示 终 边 位 于 第 三 象限 的 所 有 角 和 终 边 位 于 y 轴 正 半 轴 上 的 所 有 角 . 
3. 在 0 一 360" 范 围 内 ， 分 别 找 出 终 边 与 下 列 各 角 的 终 边 重合 的 角 ， 并 判断 它们 是 第 几 


象限 的 角 : 


(1) 一 315 ; (2) 905.3 ; (3) 一 1090 ; (4) 530 . 


度量 长 度 可 以 用 米 为 单位 ， 度 量 质量 可 以 用 千克 为 单位 ， 适 
当 的 单位 制 会 给 解决 问题 带 来 极 大 的 便利 ， 度 量 角 的 大 小 与 度量 
其 他 量 一 样 ， 也 要 选择 一 个 同类 的 量 作为 度量 的 单位 在 平面 几 
何 中 ， 我 们 把 周 角 的 5 作为 1 度 .用 *“ 度 "作为 单位 来 度量 角 的 
单位 制 叫做 角度 制 

表示 角 的 方法 ， 用 角度 制 虽 很 直观 ， 但 很 多 情况 下 并 不 一 定 
方便 下面 我 们 引入 一 种 度量 角 的 新 方法 .观察 不 难 发 现 ; 在 半 
径 为 > 的 圆 中 ， 当 圆心 角 为 360" 时 ， 贺 的 周 长 为 2rr， 当 圆心 角 
为 180" 时 ， 半 贺 的 弧 长 为 xr， 而 当 圆心 角 为 90" 时 ， 四 分 之 一 加 


的 弧 长 为 地 .由 初中 所 学 习 的 计算 扇形 弧 长 公式 可 知 ， 在 给 定 半 
径 的 圆 中 ， 弧 的 长 度 与 相应 圆心 角 的 大 小 成 正比 例 关系 ， 因 此 我 


们 不 仅 可 以 用 角度 来 度量 弧 的 长 度 ， 而 且 可 以 用 弧 长 来 度量 角 的 
大 小 . 具体 来 说 ， 在 半径 为 > 的 圆周 上 ， 弧 长 : 与 以 角度 度量 的 


、 L/ 有 
圆心 角 w 之 间 的 关系 式 为 7 一 2rr 。-" ， 即 上 二 - 工 。w， 这 说 明 
360 7 180 


AS 


径 的 比值 来 表示 这 个 圆 弧 所 对 的 圆心 角 的 大 小 . 相应 地 ， 把 弧 长 
等 于 半 和 0 
用 ”弧度 ”作为 单位 来 度量 角 的 单位 制 叫做 红 度 制 , 

一 般 地 说 ， 如 果 一 个 羊 径 为 的 圆 的 圆心 角 wx 所 对 的 长 为 


!， 那 么 “就 是 角 < 的 弧度 的 绝对 值 ， 即 |x| 一 二 ， 这 里 e 的 符号 


由 它 的 始 边 旋 转 至 终 边 的 方向 决定 . 零 角 的 弧度 数 为 0. 从 弧度 
的 定义 不 难得 知 ， 周 角 为 2r 呈 度 ， 即 360 一 2r 引 度 ; 平角 为 
呈 度 ， 即 180 一 r 弧度 . 从 而 有 


一 机 弧 度 ，]1 弧度 = 一 


人 @@ 国 护 下 列 要 求 ， 将 75" 换 算 成 扳 度 : 


(1) 精确 值 ; 
(2) 近似 值 . | 
解 〈1) 75" 一 75X- 二 弧度 一 弧度 . 


180 


(2) 计算 得 志 5x >:1.309， 从 而 75">z1.309 弧度 . 


洛 
人 加 将 ?1 狐 度 换算 成 角度 (用 度数 表示 ， 结 果 保留 
位 小 数 ) 
180” 


解 “2.1 弧度 一 2.1X- 元 -sz120， 32”. 


请 同学 们 根据 一 些 常 用 特殊 角 的 角度 与 弧度 的 对 应 关系 ， 填 
写 下 表 . 


在 弧度 和 角度 的 换算 过 程 中 ， 应 当 注 意 角度 制 为 60 进位 制 . 
例如 ，32"18 应 先 换算 成 32.3"， 再 换算 成 弧度 . 

在 弧度 制 下 ， 每 个 角 都 是 一 个 确定 的 实数 ， 而 每 个 实数 也 可 
以 表示 一 个 确定 的 角 ， 这 就 构成 了 角 的 集合 与 实数 集合 之 间 的 一 


6.1 


正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 


0-1-4 


在 学 习 微 积分 后 


可 以 更 明显 地 看 出 弧 
度 制 的 优点 ， 


4 号 


角度 和 弧度 不 可 
混用 . 在 使 用 计算 器 
的 时 候 ， 要 注意 所 指 
的 是 角度 制 还 是 弧度 


制 . 


图 6-1-5$ 


个 一 一 对 应 关系 . 

在 用 弧度 制 表示 角 时 ， 通 常 省 略 “ 弧 度 ” 两 字 ， 只 写 这 个 角 所 
对 应 的 弧度 数 . 例如 ， 角 cc 和 角 8 的 互补 关系 可 以 表示 为 “十 P= 
r， 而 sin 1.2 则 表示 1.2 弧度 的 角 的 正 弱 . 

引入 弧度 制 使 得 扇形 的 弧 长 和 面积 公式 变 得 简洁 漂亮 ， 更 使 
微 积 分 中 的 许多 公式 变 得 格外 简明 . 例如 ， 如 图 6-1-5， 当 扇形 的 
圆心 角 为 …， 而 半径 为 时， 扇形 的 弧 长 / 和 面积 S 的 公式 分 别 


”180 在 使 用 弧度 制 后 ， 


2 
2 72 元 


360 


， 因 此 上 述 公 式 可 分 别 简化 为 


、 77 72 
为 2 一 1 和 0 义 交 及 3 一 360 义 立 


72 元 


”180 


心 角 相 应 的 弧度 为 "一 T80X 


户 形 的 弧 长 ! 一 or， 
扇形 的 面积 S 一 忆 or: 


@@ 国 扎 出 终 边 在 > 轴 上 的 所 有 角 组 成 的 集合 .〈 用 弧度 
制 表 示 ) 

解 ” 当 角 w 的 终 边 在 z 轴 正 半 轴 上 时 ，c 王 2&r，&EZ; 而 
当 角 a 的 终 边 在 z 轴 负 半 轴 上 时 ，v 王 2T 十 r，&EZ. 

所 以 ， 所 求 的 角 的 集合 为 fl 一 Ar，&EZ)， 


人 @ 国 设 " 是 第 二 象限 的 角 ， 判 断 7 是 哪个 象限 的 角 . 
解 “ 因 为 是 第 二 象限 的 角 ， 所 以 
Zr 十 了 <o<<24r 十 r，&GEZ， 
从 而 有 


开 | 下 4 1 下 
和 7 ， 凶 EGZ. 
(1) 当 有 为 奇数 时 ， 设 & 三 22 十 1，2EZ， 就 有 
2nx 十 了 x<< 和 一 2nx 十 了 ， 7 所 ]， 
所 以 了 是 第 三 象限 的 角 ; 
RE 
nx 十 1<7<2nr 二 7，2EZ， 
所 以 5 是 第 一 象限 的 角 ， 


由 上 可 知 ， 了 是 第 一 象限 或 第 三 象限 的 角 ， 


6.1 正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 


ED 一 一 


原点 O 重合 ， 始 边 与 zx 轴 的 正 半 轴 重 合 ， 那 么 它 的 终 边 必 在 第 
一 象限 .如 图 6-1-6， 在 角 w 的 终 边 上 任 取 异 于 原点 的 一 点 
P(z,y)， 它 与 原点 的 距离 "一 Vz2? 十 光 盖 0. 过 点 己 作 > 轴 的 垂 
线 ， 设 垂 足 为 M， 则 线段 OM 的 长 度 |OM | 为 工 ， 而 线段 MP 的 
长 度 | MP | 为 y. 根据 锐角 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 的 定 
义 ， 有 


1. 分 别 将 下 列 角 度 化 为 弧度 : 


15"; 一 108”; 22”30/. 

2. 分 别 将 下 列 弧度 化 为 角度 

]11 2 。 
1253 人 一 3( 结 果 精 确 到 0.01 ) . 


3. 已 知 扇形 的 弧 所 对 的 圆心 角 为 54 ， 且 半径 为 10 cm. 求 该 扇形 的 弧 长 和 面积 , 


4. 如 果 n 是 第 三 象限 的 角 ， 判 断 5 是 哪个 象限 的 角 ， 


医 俏 任意 角 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 、 余 切 


我 们 将 锐角 x 置 于 平面 直角 坐标 系 中 ， 使 角 wx 的 顶点 与 坐标 


suMPI_ 7 su COM_ 工 ， 
7 本 邮 吊 5 
， 不 引起 混淆 的 前 提 下 ， 
MP > iv IOM| zx 也 可 用 OM 表示 . 
an 一 TA7 一 一 ，cota 一 T7DT 一 一 . 
IOM| 工 IIMP| yy 


这 说 明锐 角 v 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 可 以 用 角 x 的 终 边 


上 点 的 坐标 来 定义 . 这 样 ， 就 可 以 对 任意 给 定 的 角 <， 定 义 其 相 
应 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 . 


必 


“人 角 c 的 终 边 “ 角 w 的 终 边 


角 w 的 终 边 角 w 的 终 边 
图 6-1-7 


如 图 6-1-7， 在 任意 角 ax 的 终 边 上 任 取 异 于 原点 的 一 点 卫 ， 
设 其 坐标 为 (z,y)， 并 令 |1OP | 一 r， 必 有 7 一 Vz 十 》 二 0. 这 
样 ， 就 可 以 分 别 定 义 角 w 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 、 余 切 为 


由 相似 三 角形 知 
识 可 知 ， 角 a 的 正 纺 、 
余弦 、 正 切 及 余 切 值 
只 与 角 wa 的 终 边 有 关 ， 
而 与 在 终 边 上 所 取 的 
点 王 的 位 置 无 关 . 


应 当 注意 的 是 : 当 “ 一 Ar 十 了 (EEZ) ， 即 角 wx 的 终 边 位 于 y 
轴 上 时 ，tan ax 一 二 天 闪 意义 ; 而 当 v 王 Ar(CREZ)， 即 角 v 的 终 边 位 


于 过 轴 上 时 ，cot "一 无 意义 . 


已 知 角 w 的 终 边 经 过 点 PC1, 一 2)， 求 角 x 的 正弦 、 
余弦 、 ie 
解 ”由 >z=1，y 王 一 2， 有 7 一 V1 十 (一 2)2 一 V5 ， 从 而 


. y 2V5 过 V5 
Sin 2 一 一 一 一 天 OSI 
六 5 六 5 
工 1 
疝 风 全 芋 三 二 2 cot ax 一 一 一 一 去 . 
工 y 2 


@@ 国 已 知 角 。 的 终 边 经 过 点 P( 一 2,0)， 求 角 “ 的 正弦 、 
余弦 、 正 切 及 余 切 值 
解 ”由 > 一 一 2，y 王 0， 有 7 一 V( 一 2 十 六 一 2， 从 而 


， J 亏 
Sin w 一 一 二 0，cos aw 一 一 一 一 1， 
天 天 


tana 一 全 一 0， cot a 不 存在 . 


由 于 角 av 的 正弦、 余弦、 正切 及 余 切 值 可 以 由 其 终 边 上 一 点 
己 的 坐标 求 出 ， 因 此 不 难 根据 点 也 的 坐标 来 判断 角 v 的 正弦 、 
余弦 、 正 切 及 余 切 的 符号 ， 如 表 6-3 所 示 . 
表 6-3 


6.1 正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 


上 表 的 结果 可 用 图 6-1-8 直观 表示 . 


tan Q COt Q 


图 6-1-8 


人 @@ 国 若 角 < 满足 sinv>0,， 旦 tans 一 0， 则 角 v 属于 第 
几 和 象限 ? 

解 由 sina>0， 知 角 ax 属于 第 一 象限 或 第 二 象限 或 其 终 边 
位 于 y 轴 的 正 半 轴 上 . 又 由 tan we<0， 知 vx 属于 第 二 象限 或 第 四 
象限 . 

因此 ， 角 v 属于 第 二 和 象限. 


CE 一 一 一 一 一 


1. 已 知 角 w 的 终 边 过 点 P(2a ,一 3a)(a<0)， 求 角 wa 的 正统 、 余 孩 、 正 切 及 余 切 值 . 
2. 已 知 角 w 的 终 边 过 点 也 (0, 一 3)， 则 下 列 值 不 存在 的 是 ( ) 


A. sin w; B，cos a; 


(C。tan aw ; DJD.，cot a. 
3. 根据 下 列 条 件 ， 分 别 判 断 角 0 属于 第 几 和 象限 : 


(]) sin0 一 一 也 且 COS ESs ， (2) sin 0<<0 且 tan 0>0. 


根据 定义 ， 角 ax 的 正 弦 、 余 纺 、 正 切 及 余 切 值 仅 与 角 av 的 大 
小 有 关 ， 而 与 角 w 的 终 边 上 的 点 己 的 位 置 无 关 ， 因 此 我 们 可 以 
用 角 wa 的 终 边 上 到 原点 距 离 为 1 的 点 来 确定 角 a 的 正 绝 、 余 弱 、 
正切 及 余 切 值 . 

半径 为 1 个 单位 的 圆 称 为 单位 圆 (unit circle). 本 章 中 ， 如 无 
特别 说 明 ， 单 位 圆通 常 指 在 平面 直角 坐标 系 中 以 原点 为 圆心 ， 以 
1 为 半径 的 圆 . 

将 角 a 的 顶点 置 于 坐标 原点 O， 始 边 与 工 轴 的 正 半 轴 重合 ， 


则 角 w 的 终 边 与 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 交 于 唯一 的 一 点 PCz,y)， 
如 图 6-1-9 所 示 . 这 样 ， 任 意 一 个 角 cc 对 应 于 单位 圆 上 一 点 卫 ; 
反之 ， 单 位 圆 上 一 点 卫 可 对 应 无 穷 多 个 角 ， 但 这 些 角 的 弧度 数 
之 差 必 为 2r 的 整数 倍 . 由 定义 可 知 ，Zz=cosa，y=sin w. 因此 ， 
单位 圆 上 点 也 的 坐标 必 可 以 写 为 (cos wsin a). 


人 E 隶 角 > 的 正 克 、 余 六 和 正切 值 


解 设 角 2 的 终 边 交 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 于 点 尸 ， 过 点 书 


作 1 其 垂 足 为 M， 如 图 6-1-10 所 示 . 在 直角 三 角形 


OMP 中 ，ZMOP 一 开 ， 由 此 可 得 1OM| 一 衬 ，|MP| 一 迪 ， 所 


2 上 于 是 2 
你” 交 《4 4 多 4 


以 点 忆 的 坐标 为 


V2 5 
本 而 tan 本 一 


对 终 边 与 坐标 轴 重 合 的 角 <， 设 终 边 与 以 原点 为 圆心 的 单位 
圆 的 交点 为 已 ， 请 抬 AN 6-4). 


表 6-4 
a 点 卫 的 坐标 

a 一 2RT(REZ) (1 ,0) 
(0，,1) 
(一 1,0) 
(0 ,一 1) 

设 角 a 的 终 边 经 过 异 于 原点 的 一 点 PCz,y)， 并 记 
=V 下 到 >0 
由 定义 ， 有 
和 人 二 站 入 半生 记 妥 风 : cot ae 一 二 (y 天 0)， 
7 广 工 y 


由 z2 十 一 闻 就 有 
sin2aw 十 cosza 一 1. 


当 cos a 尖 0 时 ， 有 


当 sin wa 夭 0 时 ， 有 


6.1 正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 


当 tan wa、cot a 都 有 意义 时 ， 有 
[OICOUEE 


根据 以 上 关系 ， 如 果 知 道 角 ax 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 之 
中 的 一 个 值 ， 就 可 以 求 出 其 他 值 . 


例 11 四 31 sina 一 于， 且 ae 为 第 二 象限 的 角 . 求 cos w， 


tan a 及 cot a. 
解 ” 因 为 w 为 第 二 象限 的 角 ， 所 以 cos wx 到 0. 
由 sin2za 十 cosza 王 1， 得 
cos ww 一 一 1 一 Sin2a = 一 人 ， 
从 而 


SIn Qw 2 1 六 
一 一 一 ，cot wa 一 二 一 去 
COS Q 4 tan Qw 9 


已 知 tana= 一 瑟 ， 求 sina、cosa 及 cot a. 
12 
tanw 5 
5 二 
因为 tana 一 一 芒 二 0， 所 以 e 为 第 二 象限 或 第 四 象限 的 角 ， 


Sin aw 所 项 sinw 5 


coOS Q” coOS w 12” 


解 cot Qa 一 


因为 tan a 一 


又 因为 sn2za 十 cos:a 一 1， 解 方程 组 


| sin2w- 十 cos2a 一 1 ， 


外 能 否 利 用 直角 三 
sna ?3 角形 知识 与 角 的 正弦 、 


[ss 


余弦 、 正 切 和 余 切 值 
得 在 各 象限 的 符号 ， 快 
速 给 出 例 12 的 答案 ? 
. 12 或 si 号 12 
一 人 吕 一 -一 一 和 
四 1 全 ” COS 忆 13， DX Slmn Q 13， COS QW 13- 
三 | YI^ AAS 一 。 5 12 
于 是 ， 当 va 为 第 二 象限 的 角 时 ， sin wx 一 重 ，cos 一 一 五 ; 
2 


而 当 va 为 第 四 象限 的 角 时 ， sina= 一 下， cosa 一 j5. 


ED 一 


5 
1. 求 角 二 的 正统、 余弦 、 正 切 及 余 切 值 . 


] 


2. 分 别 求 sn rr(REZ) 和 cosRT(CREZ) 的 值 . 


3. 已 知 a 为 第 三 象限 的 角 ， cosu=-- 冯 求 snaw、tana 及 cot a. 


1 本 时 
4. 已 知 cot ca 二 本 ， 求 snaw、cosaw 及 tan wa. 


利用 任意 角 ax 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 之 间 的 关系 ， 可 以 
化 简 表 达 式 并 证 明 一 些 恒等式 . 


(1) 已 知 sin ea 十 cosa 一 二 ， 求 sin wcos a 的 值 ; 


《2) 已 知 tan ea 一 忆 ， 求 sin2u 一 sin wcos w 一 cos2u 的 值 . 
解 〈1) 因为 


(sin w 十 cos wo) 一 sin2aw 十 cosza 十 2sin wcos w 一 1 十 2Ssin wcos wa， 
即 
区 二 1 十 28Sin QCcOS Q， 
| 2 


所 以 sin wcos We 


(2) 因为 tana 一 字 ， 所 以 cosa0， 从 而 有 


sin2a 一 Sin wcosaw 一 cos2a 


sinza 一 sin acos a 一 cos2a 一 


sin2a 十 coszaw 
tan2aw 一 tan w 一 1 
tan2aw 十 1 
小 ”站 ] 
4 2 
一 一 有 
| 
站 生 
]) 纪 大 F 量 ”证明 下 列 恒等式 : 
1 
(1) 1 十 tan2aw 一 一 一 
coOS2a 
3 1 
(2) 1 十 cota 一 一 一 一 ; 
sin2a 
1 十 cos w Sln Qw 
通常 记 (3) 1 ; 
SIn Q 1 一 coOS w 
ES sinzw 一 sin2B8 8 
1 (4) 2 一 cOS acos20. 
ESECE tan ao 一 tan 有 
SIn W 
例 14(1) 与 (2) 中 的 公 sin2aw cosza 十 Sin2a 1 
人 证 昌 1) 1 十 tan2za 一 1- 四 一 
式 就 可 简写 为 证 明 《1) 1 十 cos2a cos2a cos2au 
1 二 tan wx 一 sec au， 到 ， ] 
1 ES COS Q SI ww 十 COS ww 
0 (2) 1 二 cotta 一 1 十 一 一 一 一 一“ 一 一 
sin2w sin2a sin2a 


6.1 正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 


(3) 因为 
1 十 cosaw (1 十 cos wa)(1 一 cos wa) 1 一 cos2a 
snw snaw(1 一 cosa) sinaw(1 一 cosa) 
sin2a Sin w 
Sinaw(1 一 cosa) 1 一 cos wa”， 
所 以 原 式 成 立 . 


sin2za 一 sin28 (sin2a 一 Sin28)cos2zacos2D 


(4) 因为 左边 一 


sinza sin28 sin2zacos2p8 一 sin2Bcos2u 
cosza cos2B 
(sin2a 一 sin28)coszacos2B 
sin2a(]1 一 sin2D) 一 sin2p8(1 一 sin2a) 


(sin2a 一 sin2B)coszacos2B 


sin2zw 一 Sin28 
一 cos2ucos2p8 一 右边 ， 
所 以 原 式 成 立 . 


EGGF 一 一 


_、2Sin w 十 cos w 


1. 已 知 tana 一 3， 求 一 的 值 . 
sinw 一 coOSs w 
2. 化 简 : 
(1) sin2a 十 Sin2acos2aw 十 costa ; (2) sin wcos w(Ctan w 十 cot a ). 


3. 证 明 : cotza 一 cosza 一 cotza 。cos2a. 


区 多 诱导 公式 


Zr 二 ca(REZD， 一 x，T 士 x， 了 士 " 这 些 角 都 与 角 c 有 特殊 


的 关系 . 已 知 角 ax 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 值 ， 能 和 否 快 速 给 出 
上 述 这 些 角 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 值 ? 这 就 是 诱导 公式 要 解 
决 的 问题 . 

由 于 角 2Rr 十 xc(REZ) 的 终 边 与 角 ax 的 终 边 重 合 ， 因 此 由 定 
义 有 如 下 诱导 公式 : 


由 这 组 诱导 公式 ， 求 任意 角 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 值 可 
以 转化 为 求 L0,2r) 范 围 内 一 个 角 的 相应 值 . 
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角 w 的 终 边 与 角 一 c 的 终 边关 于 轴 对 称 (图 6-1-11)， 角 “ 
的 终 边 与 单位 圆 交 于 点 P(cos a,sin ca)， 而 角 一 a 的 终 边 与 单位 
圆 交 于 点 忆 (cos (一 co) ,sin (一 o)). 由 于 点 己 与 点 已 关于 xz 轴 对 
称 ， 其 横 坐 标 相 等 ， 而 纵 坐 标 互 为 相反 数 ， 因 此 有 如 下 诱导 


公式 : 


Sin〈《 一 x) 一 一 Sin w， ES OSI 


话 而 下 三 及) 二 三 话语 有 人 三 &) 人 三 


由 这 组 诱导 公式 ， 求 负 角 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 值 可 以 
转化 为 求 正 角 的 相应 值 . 

将 角 av 的 终 边 绕 着 原点 O 按 逆 时 针 方 向 旋转 天 弧度 ， 得 到 
角 r 十 x 的 终 边 (图 6-1-12)， 这 说 明 角 c 和 角 r 十 a 的 终 边 
在 同一 条 直线 上 ， 但 方向 相反 . 角 wa 的 终 边 与 单位 圆 交 于 点 
P(cosa,sina)， 角 ra 的 终 边 与 单位 圆 交 于 点 P (cos (r 十 w)， 
sin (十 xc)). 由 于 点 已 与 点 己 关于 原点 对 称 ， 其 横 坐 标 和 纵 坐 
标 都 互 为 相反 数 ， 因 此 有 如 下 诱导 公式 : 


Sr cos (T 十 wx) 王 一 cos w， 


| 户 而 下 元 区 ) 二 熙 而 区 5 cot (r 十 wx) 三 cot w. 


由 这 组 诱导 公式 ， 求 L0,2r) 范 围 内 的 角 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 
及 余 切 值 可 以 转化 到 [0,m) 范 围 内 一 个 角 的 相应 值 . 

角 va 的 终 边 与 单位 圆 交 于 点 PCcos ac,sin w)， 而 角 r 一 x 的 终 边 
与 单位 圆 交 于 点 P“(cos (r 一 a) ,sin (r 一 x)). 由 于 角 a 的 终 边 和 角 
r 一 cx 的 终 边 关于 y 轴 对 称 ( 图 6-1-13)， 点 P 与 点 已 关于 y 轴 对 
称 ， 其 横 坐 标 为 相反 数 ， 而 纵 坐 标 相 等 ， 因 此 有 如 下 诱导 公式 : 


sin (T 一 xx) 一 Sin w， coOSs (T 一 ax) 三 一 cos Q， 


图 6-1-13 


tan (区 一 aa) 一 一 tan w， cot (区 一 wx) 一 一 cot wa. 


由 这 组 诱导 公式 ， 求 [0,z 范 围 内 的 角 的 正弦 、 余弦、 正切 
及 余 切 值 可 以 转化 到 | 0, 王 } 范 围 内 一 个 角 的 相应 值 

利用 以 上 四 组 诱导 公式 ， 就 可 以 将 终 边 不 位 于 坐标 轴 上 的 任 
意 角 的 正弦 、 余 蓄 、 正 切 及 余 切 值 ， 与 初中 已 学 过 的 锐角 的 相应 


值 有 机 地 联系 起 来 . 
以 上 四 组 诱导 公式 说 明 ，2&r 十 a(REZ)， 一 ac，x 士 vc 的 正 


6.1 正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 


苞 、 人 余弦、 正切 及 余 切 值 的 绝对 值 等 于 角 wx 的 相应 量 的 绝对 值 ， 
但 这 两 个 值 之 间 可 能 差 一 个 正 负 号 . 由 于 诱导 公式 较 多 ， 记 忆 其 
中 的 正 负 号 并 不 容易 ， 但 有 一 个 很 简单 的 方法 可 以 加 以 判断 ， 
即 : 当 va 为 锐角 时 ， 等 式 两 边 必须 同时 为 正 数 或 同时 为 负数 . 

例如 ，cos (Cr 一 ax) 的 绝对 值 应 该 同 cos a 的 绝对 值 相等 ， 即 
成 立 cos (r 一 o) 一 士 cosw. 但 当 w 为 锐角 时 ，r 一 x 是 第 二 和 象限 的 
角 ， 这 时 cos (rx 一 a)<0， 而 cos we 六 0， 所 以 前 式 中 应 该 取 负 号 ， 
即 有 cos (一 x) 王 一 cos a. 


利用 诱导 公式 求 值 ; 


(1) sin 一式 ; 


(2) cos (一 了 ; 
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(3) 站 
本 2 
解 (1) x 一 sin (6r 二 3 xj 一 sin 3 
到 底 使 用 哪 一 个 
3 诱导 公式 求 值 ， 可 以 
一 sin (x 5j=sin 3 有 多 种 选择 . 
2 
7 元 区 V3 
(2) cos | 6 zj=cos Ex r 一 cos ( r+5)= cos 有 一 汪 


(3) tan 了 可 一 tan 二 7 一 | 


工 工 
一 一 tan (x )=tan 一 名 


4 和 


ASin(C2r 一 x)tan (十 w)cot (一 区 一 0 ) 
化 侧 : coOS (T 一 a)tan (3 一 a) ， 
解 因为 


Sin(27 一 2) 一 Sm (一 0 三 一 SnX，tan(Cr 十 oa)= 一 tanw， 


cot (一 区 一 x) 一 一 cot (T 十 a) 王 一 cotw，cos (T 一 ax) 一 一 cos Q， 
tan (3 一 aa) 一 tan (一 aa) 一 一 tan a， 
所 以 


原 式 (一 Sina)tanaw( 一 cota) Sinaw 1 
蛛 子 cot wa 一 tan wcot w 一 1. 
(一 cos w) (一 tan a) COS w 


ED 一 一 


1 证 明 : 


(1) sin (2r 一 a) 一 一 Sin ai (2) cos (2 一 a) 一 cos a ; 


(3) tan (2r 一 wa) 一 一 tan a ; (4) cot (2r 一 aa) 一 一 cot a, 


上 


2. 利用 诱导 公式 求 值 : 

(1]) sin 二 ri (2) cos (一直 (3 ) tan (一 二 可 
3. 化 简 : 

sin (180 一 w) ，cos (360 一 a) ， tan (180 十 c) 

sin (180" 十 w) ecos (180" 十 wo) tan (一 ax) ， 


Sin (T 一 xa) Sin (27 一 wa) 


cOS (T 十 wa) ”tan (T 十 a) 


〈]) 


《2) 


角 wx 的 终 边 与 角 王 一 “ 的 终 边 关于 直线 "= zx 对称 
(图 6-1-14)， 角 wa 的 终 边 与 单位 圆 交 于 点 PCcos a,sin xc)， 而 角 
了 一 e 的 终 边 与 单位 圆 交 于 点 P'{cos (了 一 ej,sin (了 一 e)). 由 于 


点 也 与 点 已 关于 直线 > 一 z 对 称 ， 即 点 己 的 横 坐 标 与 点 已 的 纵 
坐标 相等 ， 而 点 忆 的 纵 坐标 与 点 忆 的 横 坐标 相等 ， 因 此 有 如 下 
诱导 公式 ， 


在 以 上 公式 中 将 % 用 一 x 代 换 ， 就 有 
角 wa 的 终 边 和 


人 、 机 
癌 宇 尺 的 终 边 关于 和 角 sin ( 避 十 oj 一 cos (一 o) 一 cosa， 
5 一 0 的 终 边 
所 在 直线 (zx 轴 ) 对 称 ; 即 
角 w 的 终 边 和 角 一 a 
的 终 边 关于 和 角 sin ( 上 十 oj 一 cosa. 
也 的 终 
边 所 在 直线 (y 轴 ) 对 同 理 ， 有 如 下 诱导 公式 ; 
称 . 一 般 地 ， 角 wa 的 
终 边 和 角 且 的 终 边 关 
于 角 8 了 的 终 边 所 在 
直线 对 称 . 


Dao 
Se 


上 述 两 组 诱导 公式 说 明正 弦 和 余弦 可 以 互相 转化 ， 正 切 和 余 
切 也 可 以 互相 转化 . 


以 上 两 组 诱导 公式 说 明 角 了 士 x 的 正 ( 余 ) 弦 、 正 ( 余 ) 切 值 的 


绝对 值 ， 必 等 于 角 wx 的 余 ( 正 ? 弦 、 余 ( 正 ) 切 值 的 绝对 值 ， 但 这 两 
者 可 能 差 一 个 正 负 号 . 这 个 正 负 号 的 确定 方法 是 : 当 v 为 锐角 
时 ， 等 式 两 边 必 须 同 时 为 正 数 或 同时 为 负数 ， 


例如 ，cos [了 十 e] 的 绝对 值 应 该 同 sin x 的 绝对 值 相等 ， 即 


成 立 cos (5 一 十 sn w. 但 当 a 为 锐角 时 ， 避 十 q 是 第 二 象限 


的 角 ， 这 时 cos 了 十 aj 一 0， 而 sin >0， 所 以 前 式 中 应 该 取 负 
号 ， 即 有 cos (+a 一 一 Sin a. 
例 17 戎 记 汪 


(1) Sin 


证 明 (1) sin ( 冯 +a) 一 Sin (r+7 十 q] 


一 sin (5 | oj= COS Q。 
(2)(3)(4) 的 证 明 方 法 类 似 ， 请 同学 们 自行 完成 . 
例 17 中 的 这 组 公式 也 可 称 为 诱导 公式 . 观察 所 有 上 述 这 些 


诱导 公式 ， 关 于 角 “ -ae(AE 力 的 正弦 、 余 纺 、 正 切 及 余 切 值 呈 
现 的 规律 可 以 总 结 为 如 下 口 决 ， 奇 变 偶 不 变 ， 符 号 看 象限 . 例 
如 ， 太 及 : 交 都 是 二 的 奇数 倍 ， 如 果 等 式 左边 是 了 士 w， 宛 士 e 的 


正弦 、 余 芍 、 正 切 、 余 切 之 一 ， 那 么 等 式 右边 相应 的 必定 是 v 的 
余弦 、 正 弦 、 余 切 、 正 切 ， 这 就 是 “ 奇 变 ”; 而 2RrCREZ)、0、r 


都 是 了 的 偶数 倍 ， 等 式 两 边 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 的 名 称 就 


应 该 相同 ， 这 就 是 " 偶 不 变 ” 等 式 右边 角 ax 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 
及 余 切 前 的 符号 可 以 将 x 视 为 锐角 (实际 上 v 此 时 可 以 为 任意 


6.1 


正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 


术 


角 )， 由 等 式 左边 的 角 了 士 w， 十 w， 2&r 十 w， 一 wa，T 士 < 所 在 


象限 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 值 的 符号 来 确定 ， 即 “符号 看 象 
限 ” 这 一 点 在 前 面 已 有 说 明 ， 


SIn (> 二 ajeos (了 二 aejsin (二 一“ 
化 简 : 


2 2 2 


tan (+ejeos (x+ajsin 人 


coS w( 一 Sin Qw)cos a 


国 
角 \ 工 3 四 固 
原 却 (一 cota)sin w( 一 Sin aw) 
cos2a 
cOS Q . 
一 一 Sin w 
Sin a 
一 一 cos a. 


加 已 知 点 4 的 坐标 为 (一 =, 


)， 将 O4 绕 坐 标 原 点 
O 道 时 针 旋 转 至 OA 求 点 A "的 坐标 . 
解 ”“ 如 图 6-1-15， 由 OO4A=O4A' =1， 在 单位 圆 中 A(cos 0， 
sin 0) 满 足 cos0= 一， sin 0 一 一. 
这 样 对 点 A“(Cz ,y )， 有 


Z 一 cos (2 十 一 一 sn 0 一 一 


理 ， 
y 一 sin (0] 了 7) 一 cosb 一 一 寺 
所 以 ， 点 4 的 坐标 为 ( 一 ,一 二 


1. 证 明 
(1) sin ( 灾 一 oj 一 一 cos ui (2) cos( 字 一 qj 一 一 sinai 
(3) tan (于 一 qj=cota; (4) cot( 芝 -中 =tana. 
in (十 uajcos (3x 十 on) 
人 sin | 7 ajeot 2 cjcos 下 十 Q 


coft ( 一 “jeos (至 +ajeot ( 区 一 0 ) 


3. 已 知 点 A 的 坐标 为 (3, 人 )， 将 OA 绕 坐 标 原 点 O 顺 时 针 旋转 至 OA 求 点 人 的 坐标 . 


6.1 


医 示 已 知 正弦 、 余 弦 或 正切 值 求 角 


如 果 < 是 镜 角 ， 且 满足 sin = 导 ， 那 么 < 一 工 ， 如 果 不 限 定 
< 是 锐角 ， 那 么 由 诱导 公式 sin (x 一 @) 一 sine 一 可知，a 一 灾 也 


满足 sina 一 了 再 由 诱导 公式 sin (2&r 十 a) 一 sina(REZ) 可 知 ， 


下 


sx 一 2kx 二 或 c 一 24xOAEZD 都 满足 5 二 人 那么 ， 是 和 否 


工 
还 有 其 他 的 角 v 满足 sn 一 了 呢 ? 下 面 我 们 就 来 研究 这 个 问题 ， 


ER 
全 从 


(] ) (2) 《3) 
图 6-1-16 

为 此 目的 ， 设 < 是 一 个 任意 给 定 的 角 ， 我 们 希望 确定 所 有 满 
足 sinp8=sina 的 角 B. 设 角 w 的 终 边 与 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 的 
交点 为 P(z,y)， 过 点 也 作 y 轴 的 垂 线 ， 如 图 6-1-16(1) 所 示 . 
由 正弦 的 定义 ， 满 足 sn 8= sin w 的 角 有 的 终 边 与 单位 圆 的 交点 
必 在 此 直线 上 . 

当 a 关 LIxr 二 CEZ) 时 ， 此 直线 交 单位 圆 于 两 点 (z,y) 和 
(一 zx,y), 由 于 这 两 点 分 别 位 于 角 w 和 和 角 r 一 ax 的 终 边 上 ， 因 此 满 
足 snp=sina 的 角 的 全 体 为 41818 一 2 十 或 8 一 2 十 一 x， 
REZ}， 可 简 记 作 {18|1p8 一 Ar 十 (一 1D)*x，REZ}. 

当 x 一 4x 二 二 (LEZ 时 ， 过 点 P 且 垂 直 于 y 轴 的 直线 与 单 


位 圆 相 切 于 (0,y)， 此 时 满足 snp8=sna 的 角 有 的 全 体 为 
818=22r 十 wa，AEZ)， 这 个 集合 也 可 以 用 上 面 所 示 的 形式 来 表 
示 . 事实 上 ， 其 表达 式 与 上 述 集合 第 一 部 分 中 所 给 的 表达 式 完 全 
相同 ， 而 对 于 上 述 集合 第 二 部 分 所 给 的 表达 式 ， 由 于 在 


正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 
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“一 1x 二 了 (CEZ 时 ， 


B8 一 28&T 十 一 "一 2 人 


二 Dr 十 4r 十 避 一 2(A 交 元 二 一 EE 罚 ， 


此 时 它 也 与 上 述 集合 第 一 部 分 中 所 给 的 表达 式 一 致 . 
这 样 ， 我 们 就 得 到 
各 snz=sinaw， 则 


工 一 2&T 十 a 或 过 一 28T 十 一 wx，RGEZ， 


即 
工 一 AT 十 (一 1])*x，AEZ. 

同 理 ， 如 图 6-1-16(2)， 和 大角 va 的 终 边 与 以 原点 为 圆心 的 单 
位 圆 的 交点 为 P(z,y)， 则 由 余弦 的 定义 ， 满 足 cos 8=cos a 的 
角 有 的 终 边 与 单位 圆 的 交点 在 过 点 书 且 科 直 于 二 轴 的 直线 上 ， 从 
而 满足 cos 8=cos av 的 角 有 的 全 体 为 1818=2Rr 士 w，&GEZ)， 这 
样 ， 我 们 就 得 到 ; 

和 若 cosZz 一 cosa， 则 z 王 2&r 士 cc，&GEZ. 

如 图 6-1-16(3)， 若 角 wa 的 终 边 与 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 
的 交点 为 PCz,y)， 则 由 正切 的 定义 ， 满 足 tan 8=tana 的 角 A 
的 终 边 与 单位 圆 的 交点 在 过 原点 O 和 点 卫 的 直线 上 ， 从 而 满足 
tan 8 一 tana 的 角 呈 的 全 体 为 1{818=&Ar 二 ac，&EZ}. 这 样 ， 我 们 
就 得 到 ; 

知 tanZz 一 tanaw， 则 工 一 Ar 十 w，RGEZ. 

根据 下 列 条 件 ， 分 别 求 角 >z: 


(]) 已 知 1 

(2) 已 知 Rn 
3 

(3) 已 知 tanZ 一 了 


解 1) 因为 sn 到 一 坚 ， 所 以 原 式 等 价 于 求解 sn 一 


sin 二 ， 从 而 其 解 为 工 一 4 让 六 六 


3 
工 元 M2 二 。 
(2) 因为 cos (一 芽 ) 一 一 cos 工 一 一 祁 ， 所 以 原 式 等 价 于 求 


荆 ， 从 而 


解 cos 


(3) 因为 I 


到 ， 所 以 原 式 等 价 于 求解 anz 一 tan 亚 ， 


其 解 为 二 一 2Rr 十 


区， RE Z. 


6 
从 而 其 解 为 x 一 Ar 十 5，AGEZ 
分 别 求 满足 下 列 条 件 的 角 z 的 集合 : 
(1) 2 人， 工 反 |0,2T |; 
T\、 V2 
(2) cos (z 十 寺 j) 一 
(3) tan ( 2z 十 王 ) 一 一 轨 
3 吕 
8 人 人 
解 〈1) 因为 sn 本 一 了， 所 以 原 式 等 价 于 求解 sin 2z 王 
sin 工 ， 从 而 2z 一 Arx 二 (一 0 开 ，AEZ， 即 z 一 全 二 (一 D) 开 ， 


REZ 又 因为 过 GE 


05;2 


， 所 以 满足 条 件 的 所 有 角 Z 组 成 的 集合 


让 
为 18 ,3 6， 3 


(2) 因为 cos 了 了 


过， 所 以 原 式 等 价 于 求解 cos (zx 十 开 ) = 


二 ， 从 而 二 5 一 28x 十 是 &EZ， 于 是 满足 条 件 的 所 有 角 工 
人 五 或 zx 一 24x 一 五， ecZ 
(3) 因为 tan { 一 ta 二 一 本 ， 所 以 原 式 等 价 于 求 
同和 加 古 2 从 而 27 了 一 上 了 &EZ， 于 是 
足 条 件 的 所 有 角 组 成 的 集合 为 | = 一 全 + 开 ，AEZ 


6.1 正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 


练习 6.1(8) 


1. 根据 下 列 条 件 ， 分 别 求 角 工 : 
(1) 已 知 0 

1 
(2) 已 知 cosZ 一 一 7; 
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(3) 已 知 tanz 一 一 V3. 
2. 分 别 求 满足 下 列 条 件 的 角 工 的 集合 : 


(1) 2 ET 本 


(2) cos [二 | 过， 


(3) tan [| 一 一 1. 


鸡 办 习题 6. 


1. 选择 题 : 

(1) 在 下 列 各 组 的 两 个 角 中 ， 终 边 不 重合 的 一 组 是 ( 
A. 一 43" 与 677?”; B. 900* 与 一 1 260?; 
C. 一 120* 与 960?; D. 150* 与 630”. 

《2) 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 下 列 结 论 正 确 的 是 ( 


A. 小 于 7 的 角 一 定 是 锐角 ; B. 第 二 象限 的 角 一 定 是 钝 角 ; 


C. 始 边 相同 且 相 等 的 角 的 终 边 一 定 重 合 ; D. 始 边 相 同 且 终 边 重合 的 角 一 定 相等 . 


的 角 : 


3) 如果 v 是 锐角 ,那么 2x 是 《 
A. 第 一 象限 的 角 ; B. 第 二 象限 的 角 ; 
C. 小 于 180" 的 正 角 ; D. 钝 角 . 
2. 找 出 与 下 列 各 角 的 终 边 重合 的 角 ec(0 和 过 360 )， 并 判别 下 列 各 角 是 第 几 稼 限 
(1) 一 1441 ”; (2) 890 . 
3. 把 下 列 各 角度 化 为 听 度 ， 并 判断 它们 是 第 几 和 象限 的 角 : 
(1) 225 ; (2) 1 500”; (3) 一 22"30 ; (4) 一 216 . 


4. 已 知 扇形 的 弧 长 为 于 ， 半 径 为 2 求 该 扇形 的 圆心 角 “ 及 面积 S. 
5. 已 知 角 “ 的 终 边 分 别 经 过 以 下 各 点 ， 求 角 的 正弦 、 余 弦 、 正 切 和 余 切 值 ; 
6. 不 用 计算 器 ， 根 据 角 所 属 的 象限 ， 判 断 下 列 各 式 的 符号 ， 
5 11x 
es 全 人 
2 


Sin 一 
3 


(1) sin 237"cos 390 ; (2) tan 135"cos 275 ; (3) 


) 


6.1 正弦 、 人 余弦、 正切 、 余 切 


7. 根据 下 列 条 件 ， 确 定 角 0 所 属 的 象限 : 
(1) sin 0O<0 且 cos 0>0; (2) 


sinO0 
tan0- 


8. 分 别 求 到 及 到 的 正弦、 余下 及 正切 值 . 
9. GD) 已 知 sina= 一 二 ， 且 “是 第 四 象限 的 角 . 求 cose 及 tan ai 


(2) 已 知 tana 一 一 忆 ， 求 sin a 及 cos a. 
10. 证 明 下 列 恒等式 : 


1 一 2cos 
(1) sinta 十 costa 一 1 一 2Ssin2acos2a ; (2) tan w 一 cot ww 一 二 汪 
Sin wcoSs wa 
、Sin w 一 coOS wa 
11.〈1]1) 已 知 tan w 一 2， 求 snaTeosg 的 什 ; 
] 六 
(2) 在 sina 一 cosa 一 忆 ， 求 sin acos a 的 值 . 
12. 用 诱导 公式 求 值 ， 
7 区 2 7 区 
(1]) sin1110 ; (2) cos 丁 ; (3) cos (一 600 ) ; (4) 二 (一 
23 区 87T 


13. 利用 诱导 公式 ， 分 别 求 角 - 寺 和 一 本 的 正弦 、 余 弦 及 正切 值 


14. 化 简 下 列 各 式 : 
(1) cos (90 十 ao) 十 sn (180 一 a) 一 sin (180 十 wa) 十 sin (一 a) ; 
元 
Sin ( 开 一 wa) | 
tan (T 十 w) 元 
tan 


有 


Sin (一 T)cot (一 27) 


coOS (一 wa) 


《2) 和 


〈3) 


cos (一 r)tan (一 2) 


tan 〈(T 十 wx)cos( 一 T)cos (2 一 a) 


(各 cot (T 一 ax) Sin (3 十 a) 


1. 写 出 与 下 列 各 角 的 终 边 重合 的 所 有 角 组 成 的 集合 S， 并 写 出 S$ 中 适合 不 等 式 一 360 去 
a<<720 的 元 素 w; 

(1) 60"”; (2) 一 21". 

2. 已 知 0 二 8 一 180 ， 若 将 角 8 的 终 边 顺 时 针 旋 转 120 所 得 的 角 的 终 边 与 角 8 的 5 倍 
角 的 终 边 重合 . 求 角 . 

3. 已 知 一 个 出 形 的 周 长 是 16， 面 积 是 12. 求 其 圆心 角 的 大 小 . 

4. 写 出 终 边 在 直线 y= 王 zz 上 的 所 有 角 组 成 的 集合 .〈 分 别 用 角度 制 和 弧度 制 来 表示 ) 


局 


S. 填空 题 : 
(G) 大 v 为 第 二 象限 的 朋 ， 则 2r 一 % 为 第 象限 的 角 ; 
《2) 若 角 v 的 终 边 与 角 有 的 终 边关 于 轴 对 称 ， 则 v 与 8 的 关系 是 ; 


(3) 若 角 v 与 8 满足 关系 ae=(2& 十 1)r 一 8(REZ)， 则 角 a 与 8 的 终 边 关于 


对 称 . 
6. 已 知 一 个 鹿 形 的 周 长 为 20 cm， 当 圆心 角 等 于 多 少时 ， 这 个 鹿 形 的 面积 最 大 ， 并 求 
该 最 大 值 . 


7. 已 知 ax 为 第 二 象限 的 角 ， 其 终 边 上 有 一 点 PCz,V5)， 且 cos “一 糙 - 求 tan ua. 
8. 证 明 下 列 恒等式 ， 
(1) sinza 十 sin28 一 sin2asin28 十 coszacos28 一 1; 


(2) 2(1 一 sin w)(1 十 cos wa) 一 (1 一 Sin w 十 cos w)2. 


9. 已 知 " 是 第 二 象限 的 角 ， 化 简 ， /二 se 二 /一 sm 


四 | 。 四 
一 Sin aw 1 十 Sin wa 


业 
5 人 
11. 已 知 sina 及 cos a 是 关于 z 的 方程 2z2 十 4&z 十 3 一 0 的 两 个 实 根 ， 求 实数 &. 


10. 已 知 sin w 十 cos w 一 aEG(0,r). 求 sina 和 cosa. 


(CD tan z=3， 且 是 第 三 象限 的 角 ， (2) cosz 一 一 吧 ，rE[0,2m 


工 
2 和 


(3) sin 过 一 一 


人 人 
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[GEB 有 常用 三 角 公 式 


我 们 在 学 习 对 数 时 知道 ， 对 于 正 实 数 xz、2， 一 般 lg (十 0) 汉 
lga 十 lg0， 但 可 以 用 a、2 的 对 数 来 表示 al 或 二 (0 天 0) 的 对 数 ， 


并 可 由 此 化 简 很 多 涉及 对 数 的 表达 式 . 类 伏地 ， 一 般 sin (十 DB) 天 
sin wa 十 sinp8 及 cos (一 8) 天 cos wa 一 cos B. 本 节 中 ， 我 们 要 学 习 两 
个 角 的 和 与 差 的 三 角 公 式 ， 即 学 习 如 何 用 xc、8B 的 正弦 、 余 弱 及 
正切 来 表示 x 士 8 的 正 苞 、 余 弦 及 正切 ， 并 在 此 基础 上 学 习 如 何 
运用 这 组 公式 及 其 推论 来 化 简 有 关 的 三 角 表 达 式 ， 为 后 面 用 三 角 
知识 解决 各 种 具体 问题 做 好 准备 . 


区 罗 两 角 和 与 差 的 正弦 、 余 弦 、 
| 正切 公式 


我 们 先 推导 两 角 差 (一 B) 的 余弦 公 式 . 

设 c、8 为 任意 给 定 的 两 个 角 ， 把 它们 的 顶点 置 于 平面 直角 
坐标 系 的 原点 O， 始 边 都 与 z 轴 的 正 半 轴 重合 ， 而 它们 的 终 边 分 
别 与 单位 圆 相 交 于 A、 忆 两 点 (图 6-2-1). 点 A、 吾 的 坐标 分 别 
为 A(cos aysinaw)、B(Ccosp,sin 8). 


4(cos wx,Sin o) 


AAA 
林 


图 6-2-1 图 6-2-2 


下 面 考虑 角 (x 一 P) 的 余弦 . 为 此 把 角 we、 的 终 边 OA 及 
OB 都 绕 原点 O 旋转 一 8 角 ， 它 们 分 别 交 单 位 圆 于 点 A 及 也 
(图 6-2-2). 由 于 都 转动 了 一 8 角 ， 因 此 “一 8 也 可 以 是 一 个 以 
射线 OB 为 始 边 、 以 射线 OA 为 终 边 的 角 ， 而 点 A 的 坐标 是 
(cos (a 一 8B) ,sin (ae 一 6) )， 点 已 "的 坐标 是 (1,0). 

根据 两 点 间 的 距离 公式 ， 在 图 6-2-1 中 ， 有 

1AB | 一 (cosa 一 cos 8 十 (sina 一 sin DB)? 


一 cos2a 一 2cos acos 8 二 cos2p8 十 sin2zu 一 2sin wsin 8 十 sin28 


一 2 一 2cos wcos 8 一 2Ssin wsin 0. 


6.2 


而 在 图 6-2-2 中 ， 有 
1A 号 =[cos (ae 一 8 一 十 sin2(a 一 D) 
一 cos2(a 一 DB) 一 2cos (a 一 8 十 1 十 sin2(a 一 D) 
一 2 一 2cos (一 站). 
因为 将 射线 OQ4 、OB 同时 绕 原 点 O 旋转 一 8 角 ， 就 分 别 得 
到 射线 OA 、OB ， 所 以 


14B|I=|A3B |， 
从 而 得 到 
2 一 2cos wcos 8 一 2Sin wsin 8 三 2 一 2cos (a 一 D) ， 
即 
cos (a 一 DB) 一 cos wcos 8 十 sin asin 8. 
这 个 式 子 对 任意 给 定 的 角 “ 及 8 都 成 立 ， 称 为 两 角 差 的 余弦 
公式 ， 
在 两 角 差 的 余弦 公式 中 ,， 用 一 8 代 换 8， 就 可 得 到 两 角 和 的 
余 引 公 式 
cos (a 十 B) 王 cos wcos (一 外) 十 sinasin (一 让) 
一 cos wxwcos 8 一 sin wsin 0. 
这 样 ， 我 们 就 得 到 两 角 和 与 差 的 余弦 公 式 
cos (a 十 D) 一 cos wcos 8 一 sin asin 有 ， 
cos (a 一 DB) 一 cos wcos 8 十 sin asin P. 
简 记 作 


人 


利用 两 角 和 与 差 的 余弦 公式 ， 求 cos 75" 和 cos 15 
的 值 . 
解 cos75 一 cos (45 十 30 ) 


十 一 
4 


LS 


一 cos 45 "cos 30 "一 Sin 45"sin 30 一 


cos 15 一 cos (45 一 30”) 


一 cos 45 "cos 30 "十 sin 45”Sin W 


已 知 sina=， w (可 疝 | cosp 于 ， pc(7m2m， 
求 cos (一 D). 


解 由 sino=3， ac 人 开本， 得 cse=-VISGC= 一 人 
9 3 12 
由 cos 1 一 j3， BEl(3r,2rj， 侍 5 
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6.2 常用 三 角 公 式 


cos (a 一 B) 王 cos wcos B8 十 sin asinA 


一 (下 xx( 一 请 一 一 上 


若 w、B8 为 锐角 ， sina 一 全， COS (十 及 一 一 于 


求 角 
4V3  。 1 
解 ”由 ea 为 锐角 ， 且 sin wx 王 ， 得 cos we 一 V1 一 sin2a 一 了 
又 由 wx、8 为 锐角 ， 得 0<a 十 8B<r， 从 而 
sin (ax 十 B) 王 V1 一 cos (ax 十 D) 一 
于 是 
cos 一 cos (a 十 8 一 ao) 一 cos (ae 十 DB)cos w 十 sn (十 B)sin wa 
1 4v3S、_5v3 1 
二 


因为 8 为 锐角 ， 所 以 B 一 了. 


ED 一 


1 化 简 : 
(1) cos (22 一 z)cos (23 十 z) 一 sin (22 一 zz)sin (23 十 工 ) ; 


(2) cos (+ajeos axa 十 Sin (全 4 三 Qa。 


2 世 丰 二 已， olr,7m， 求 cos (0 十 工 ) 的 值 


3. 证 明 : 


1 2cos Acos 忆 一 cos (A 一 已 ) 
cos (A 一 B) 一 2sin Asin 已 


(2) cos (a 十 p)cos (a 一 外 ) 一 cos28 一 Sin2a, 


根据 两 角 差 的 余弦 公式 和 诱导 公式 ， 就 可 以 得 到 两 角 和 的 正 


弦 公 式 . 事实 上 ， 
sin (ww 十 DB) 一 cos 有 (Ca H 且 |=cos 人 (一 -8 
一 cOS (二 -jcos8+sin (一 cjsin8 


一 Sin wxcos 8 十 cos asin 0. 


将 上 式 中 的 8 用 一 8 代 换 ， 就 可 以 得 到 两 角 差 的 正弦 公式 
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sin (wx 一 D) 一 Sin wcos 8 一 cos asin A. 
这 样 ， 我 们 得 到 两 角 和 与 差 的 正弦 公式 

sin (ax 十 B) 王 Sin wcos 8 十 cos asin ， 

sin (wx 一 D) 王 Sin wcos 8 一 cos asin A. 


简 记 作 


sin (ax 士 一 sin wcos 8 士 cos wsin 8. 


利用 两 角 差 的 正弦 公式 ， 求 sin 15" 的 值 . 
解 sin15 一 sin(60 一 45”) 
一 Sin 60 "cos 45 一 cos 60 "Sin 45” 


_V6 一 2 
二 


证 明 : sin (ae 十 p)sin (ax 一 8) 一 sin2a 一 Sin20. 

证 明 左边 王 (sin acos 8 十 cosasinB)(CsinwcospB 一 cosasin D) 
一 Sin2acos28 一 cos2asin20 
一 Sin2u(1 一 sin28) 一 (1 一 sin2a)sin20 
一 Sin2a 一 Sin28 
二 右边 . 

所 以 ， 原 等 式 成 立 . 

根据 两 角 和 的 正弦 、 余 弦 公 式 ， 就 可 以 得 到 两 角 和 的 正切 公 

式 . 事实 上 ， 
tan (wx 十 D) 一 


sin (十 B) sin wcos 8 十 cos asin AP 
cos (a 十 B) cos acos 8 一 Sin asin 


sin wcos p8 十 cos wsin A 


cOS QcoSs 有 tan w 十 tan 
cos wxwcos 8 一 sin wsinA 1 一 tan atan O 
coOS QcoSs 有 


将 上 式 中 的 8 用 一 2 代 换 ， 就 得 到 两 角 差 的 正切 公式 
tan w 一 tan B 

si atan 

这 样 ， 我 们 得 到 两 角 和 与 差 的 正切 公式 

tan wa 十 tan 

人 Er atan P 7 


tan (aw 


tan wa 一 tan B 


及 1+tanatanp 


tan (aw 


简 记 作 
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6.2 常用 三 角 公式 


瑟 ES 
大 通 南 肥 局 剖 入- 


让 疝 (的 二 


不 难 知道 ， 只 要 tanw、tan8 和 tan (wx 十 8) 均 有 意义 ， 上 面 
的 公式 一 定 成 立 . 


已 知 tan ae 一， tan 8 一 一 2. 求 : 
(1) tan (十 D) ; 
(2) cot (a 一 D). 


] 
tan 十 tan 8 0 


1 一 tanatanB 


解 (1l) tan (ae 十 p) 王 一 
1 一 本 义 ( 一 2) 


(2) 因为 


上 
本 一 (一 2) 


tan w 一 tanB 


tan (一 ) 1 十 tan atan 8 


】 0 
1 十 本 关 ( 一 2) 


所 以 cot (一 D) = 了 


1 十 tan 75” 
一 tan 75” 


利用 两 角 和 的 正切 公式 ， 求 nr 
因为 


;的 值 . 


tan 45 十 tan 30” 
tan 75 一 tan (45 十 30” /二 60 一 2 十 V3 ， 
所 以 


1 十 tan75” 1 十 (2 十 V3 ) 
1 一 tan75” 1 一 (2 十 V3) 
方法 二 : 因为 tan 45 王 1， 所 以 


1 十 tan75” tan 45 十 tan 75” ， 。 
1 一 tan 78 一 1 一 tan45*tan 755 一 Lan 《45 十 75 ) 


V3. 


一 tan 120" 一 一 tan 60" 一 一 /3. 


EL 一 


1. 来 下 列 各 式 的 值 ; 


5 元 5 .， 区 1 十 tan 15” 
(1) Sin ]7cos 17 一 cos ]7Sin 7 (2) 1] 一 tn 155， 


2. 已 知 cosb= 一 二 ， 0OGE(C0，T). 求 sin [0 二 了) 和 tan (0 一 二 ) 的 值 . 


3. 证 明 下 列 恒 等 式 : 


(1) 2 an 一 tanep， (2) tan (0 一] an 6 
若 AABC 不 是 直角 三 角形 ， 求 证 ; 
tan A 十 tan 忆 二 tanC 一 tan Atan Btan C. 
证 明 因为 A 十 B 十 C=x， 且 tan (ATB) 一 [an 
所 以 
tan A 十 tan 忆 一 tan (A 十 B)(1L 一 tan Atan 已 ) 
一 tan (T 一 C)(1 一 tan Atan 万 ) 
一 一 tan C(1 一 tan Atan 也 )， 
从 而 


tan A 十 tan 十 tan C 一 一 tanC(1L 一 tan Atan 已 ) 十 tan C 
一 tan Atan Btan C， 


如 图 6-2-3， 已 知 点 A 的 坐标 为 (1,2)， 将 O4 绕 
坐标 原点 O 着 时 针 旋转 二 至 OA 求 点 4 的 坐标 . 
解 设 以 z 轴 正 半 轴 为 始 边 、OA 为 终 边 的 角 为 0 


由 点 A 的 坐标 为 (1,2)， 可 得 OA=v5 ， sb 一 2 ， ceb 到 


设 点 A 的 坐标 为 C(z,y)， 由 OA 王 O4=v5， 得 


二 Oh'eos (9 本 一 (cosgcos 开 -sbin 于 


V5 V2 2V5 _ V2 区 
0 。 层 2 ， 


全 | 


0 (6 二 | 一 v51 sin 0cos 本 十 cos 0Osin | 


2V5 _V2 V5 _V2、 3V2 
> 


/ 友 2 2 
于 是 ， 点 A /的 坐标 为 { 一 吧 ,3 2) 


一 v51 


把 下 列 各 式 化 为 Asin (ec 十 gp)(A 二 0) 的 形式 : 


1 3 
(]) 了 sin 十 间 cos Q 
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6.2 常用 三 角 公 式 


(2) Sin w 一 cos Q; 


(3) wsin w 十 bcos w(CO 天 0). 


下 8 8 式 人 区 
解 (1]) sm 5 cos ww 一 Sin wcoOSs 本 十 cos asimn 3 一 sin (ae 十 了 |: 


(2) 因为 
2 
siaa 一 aosa=VE( 人 2siaa | 
2 2 
所 以 
: 本 ， 开 。 ， 工 万 人 
sina 一 cosa=V3(sinacos 了 了 cos asin 本 | VZsin (a 1 


DO 
(3) asin ww 十 bcos wa 一 VC2 十 六 2 0 
0 丈 十 素 
DO 


CL 
V 医 一点， 人 外 
0 十 5 二) 为 单位 圆 上 的 忌 由 正弦 及 余 


注意 到 | 


CQ DO 
cos 0 一 一 一 一 ，sin 2 一 
2 十 局 02 十 已? 
于 是 有 
asin w 十 pcos a 一 Vw 十 0 (sin acos D 十 cos wsin D) 


一 Vd 十 0 sin (十 Op). 


1. 在 人 ABC 中 ， 已 知 本 


8 加 有 
13， cos 有 一 1 求 sinC 和 cosC 的 值 . 


2. 已 知 cosa 一 ， 0 sin 8 一 3， 慌 (，0 求 sn (十 B) 和 cos (十 B) 的 


值 ， 并 判断 w 十 8 是 第 几 和 象限 的 角 . 
3. 把 下 列 各 式 化 为 Asin (十 P)(A>0) 的 形式 : 


(1) sin w 十 cos a ; 


(2) 一 sin w 十 V3 cos a. 
区 霄 二 倍 角 公式 


在 两 攻 和 的 正弦 、 余 弦 和 正切 公式 中 ,用 8=v 代入 ， 就 得 
到 二 倍 角 的 正弦 、 余 弦 和 正切 公式 


| 


2 


由 于 sin 十 cos'x 王 1， 因 此 二 们 和 角 的 余弦 公式 还 可 以 表 


示 为 
二 倍 角 公式 是 两 前 和 公式 的 特例 ， 简 称 为 倍 角 公式 . 
例 11 四 sina 一 全 ， 5 和 | 求 sn 2c、cos 2a 和 
tan 2a 的 值 . 
和 工 得 
解 由 sin ax 一 二， | 得 
二 3 Sin Qw 4 
cos wa 一 一 V1 一 Sima 一 一 一 ，tan ww 一 一 一 一 ， 
本 COS Q 3 
于 是 
目 本 3 4 24 
sin 2e 一 2sin acosa 一 2 芭 | “ 属 ， 25， 
4 7 
人 | 
cos 2a 一 1 一 2Sin ra 一 1 县 (| 25， 
4 
AR 2tan w | 24 
si 
3 


试用 cos 0 表示 cos 30. 
解 ” 因 为 cos 30 王 cos (20 十 0) 一 cos 20cos 0 一 sin 20sin 0 
一 (2cos20 一 1)cos0 一 2sin20cos 0 


一 (2cos20 一 1)cos0 一 2(1 一 cos20)cosO 
一 4cos30 一 3cos 0， 
所 以 cos 30 一 4cos30 一 3cos 0. 
这 个 公式 称 为 三 倍 角 的 余弦 公式 . 类 似 地 ， 可 以 推导 出 三 倍 


| 有 角 的 正 蓄 公式 . 


公式 曾 为 求解 一 元 三 
次 方程 提供 思路 . 
例 13 国 岂 吕 


(1) 2cos20 十 2sin 0cos 0 一 1 一 VZsin( 疡 下 | ; 


6.2 常用 三 角 公 式 


1 十 Sin 20 十 cos 20 
1 十 sn 20 一 cos 20 


证 明 (1) 2cos20 十 2sin bcos 0 一 1 一 cos 20 十 sin 20 


(2) ot 0. 


一 zsin Tcos 20 十 cos Tsin 20) 一 VZsin ( 2 十 二 


1 十 sin 20 十 cos 20 1 十 2sin Ocos 0 十 (2cos20 一 1) 
1 十 sn 20 一 cos 20 ”1 十 2sin 0cos 0 一 (1 一 2sin20) 


2cos 0O(Csin 0 十 cosO0) 
2sin0(sin0 十 cosO0) 


1. 利用 二 倍 角 公式 ， 求 下 列 各 式 的 值 : 


一 cot 0. 


(1) Si1 《2 sS222.5 一 sin222.5” 
SIln 175os 17; COS- 22. SInD 2L.D ; 


tan 15” 


《3) 1 一 tan215 


5 
2. 已 知 cosv 一 时， mw 求 sin 2w，cos 2 和 tan 2a 的 值 . 


3. 证 明 下 列 恒 等 式 : 
(1) (sin w 十 cos a) 2 一 1 十 Sin 2a ; (2) costa 一 sinta 一 cos 2a ; 


(3) sin 3x 一 3Ssin w 一 4sin3a. 
加 示 三 角 变 换 的 应 用 


在 学 习 两 角 和 与 差 的 公式 、 二 倍 角 公 式 的 基础 上 ， 我 们 可 以 
推导 出 更 多 的 三 角 恒 等 关系 . 如 果 已 知 角 v 的 正弦 、 余 弦 及 正切 
值 ， 用 二 倍 角 公式 就 可 以 得 到 角 2c 的 相应 值 . 反之 ， 如 果 已 知 
角 2a 的 正弦 、 余 弦 及 正切 值 ， 也 可 以 得 到 角 v 的 相应 值 . 


馈 硬 区 量 用 cos w 分 别 表 示 sin2 3 COS? 用 tan2 


解 ”因为 cos wa 王 1 一 2Sin2 二 一 2cos: 二 一 1， 所 以 


2 
5 Q 1 一 cosa 5 Q 1 十 cos wa 
sin 了 一 2 ， COS 7 一 5 
2 _ 1 一 cosa 
从 而 tan 2 1 十 cos wa- 


上 


从 例 14 不 难得 到 以 下 公式 : 


COS 主 < /一 ss ， 
Q ， 几 一 cos wa 
2 -A 1 十 cosw， 
它们 分 别 叫做 半角 的 正弦 、 余 纺 和 正切 公式 . 其 中 ， 公 式 右 侧 的 
“ 士 ? 号 ， 根 据 角 二 5 所 在 的 象限 由 左 侧 值 相 应 的 符号 确定 . 
例如 ， 因 为 15 是 第 一 象限 的 角 ， 所 以 sin 15 盖 0， 从 而 


有 本 四 全 本 4V3 
、 CQ Sin wa 
证 明 ; 0 


 Q QQ Q 
Sn 一 2Simn 王 cos 去 


证 明 人 2 2 二 Sin aw 
之 Q 0 1 十 cos w 
COS 去 2cos” 去 
2 2 
这 样 ， 半 角 的 正切 公式 又 可 以 表示 为 
CQ Sin aw 
0 


半角 的 正切 公式 还 可 以 表示 为 


郊 Sin aw 
V2 
一 COS 45 2 
例如 ，tan 22.5" 一 专 一 /2 一] 


证 明 : sin wcos p=- 了 [sin (ax 十 D) 十 sin (一 5) |. 
证 明 我们 已 经 知道 
sin (ww 十 B) 王 Sin wcos 8 十 cos asin A， 
sin (oa 一 8) 一 Ssin wcos 8 一 cos asin 8， 
将 上 述 两 式 相 加 ， 得 
sin (十 B) 十 sin (a 一 站) 王 2sin wcos B， 
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6.2 常用 三 角 公 式 


即 


Sin QcoOSs p=- 了 [sin (ao 十 8) 十 sn (一 2) |. 


类 似 地 ， 利 用 两 角 和 与 差 的 正弦 、 余 弦 公 式 ， 就 可 以 得 到 下 
面 一 组 公式 : 
工 


sin wcos 1 一 


[sin (十 B) 十 sin (一 D)]， 


2 

全 . _ 

COS csin 8 一 了 Lsin (oa 十 8) 一 sin (a 一 8) |]， 
填 
疙 


cos acos 1 一 


[Lcos (Ca 十 8) 十 cos (a 一 D) ]， 


sin asin B 一 一 [cos (oa 十 8) 一 cos (一 2) |. 
它们 统称 为 积 化 和 差 公 式 . 


证 明 : sina 二 sin8 一 2sin ecos 


证 明 由 例 16， 有 sin rcosy 一 了 [sin (Zz 十 y) 十 sin (zz 一 y) 


在 其 中 取 一 “2，y 一 人 上， 就 有 


2 十 8 2 一 C 


下 
sin 7 cos 7 一 7 了 Csina 十 sin D)， 


即 sin xw 十 sin 8 王 2sin cos ， 


类 似 地 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 一 组 公式 : 


sin w 十 Sin Ap 一 2Sin “cos 人 于 ， 
sin wa 一 Sin 1 一 2cos “sin 于 ， 


cos Q 十 cos B8 王 2cos “cos ， 


cosa 一 cos 8 三 一 2Sin 和 二 
它们 统称 为 和 差 化 积 公 式 . 
积 化 和 差 公 式 与 和 差 化 积 公 式 相 互 等 价 ， 都 可 由 两 攻 和 与 差 
的 正 绝 、 余 弦 公式 通过 恒 等 变换 得 到 . 这 两 组 公式 常用 来 化 简 比 
较 复 杂 的 三 角 表 达 式 . 


9 


1. 证 明 : cos ccos8= 了 [cos (Ca 十 B) 十 cos (一 D) |. 


TB _ 2 一 P 
。 2 


2. 证 明 :cos w 十 cos B8 王 2cos 。 


、 Q 1 一 cos w 
3. 证 明 : tan 喜 一 
2 Sin w 


本 习题 6.2 


1. 利用 两 角 和 与 差 的 相应 公式 ， 分 别 求 下 列 各 值 : 


(1) cos 105 ; (2) sin 165 ; (3) 和 汪 


12 
2. 化 简 下 列 各 式 : 
(1) cos (十 B)cos 8 十 sin (十 Psin P; 
(2) Sin (0 十 105 )cos (0 一 15 ) 一 cos (0 十 105 )sin (0 一 15 ) ; 


(3) cos (0 ] sin 人 9) 


tan (a 一 B) 十 tan A 


4 1 一 tan (a 一 bb)tan 


3. 已 知 sin a 一 下 ， cosp8= 一 全 ， 且 wa、 有 (5 人 求 cos (Ca 十 28) 的 值 . 


4. 已 知 sina= 忆 ， cosp 有 = 一 二 ， 且 w、8 都 是 第 二 象限 的 角 . 求 sn (一 8) ，cos (wa 一 P) 
和 tan (一 ) 的 值 . 

S. 已 知 tan ae 一 2，tan 8 一 3， 其 中 av 及 B8 均 为 锐角 . 求 < 十 P 的 值 . 

6. 已 知 sin 0 一 元， OG (也 ). 求 tan (9 一 工 ) 的 值 
7. 证 明 下 列 恒等式 : 
sin (十 B) 


cos wcos 有 


(1) 一 tan w 十 tan p; 


(2) sin (十 DB)cos (a 一 站 一 Sin wacos w 十 Sin pcos 0. 


| 
8. 已 知 cos 人 且 2 求 sin2p，cos2p 和 tan 2p 的 值 . 
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6.2 常用 三 角 公 式 


9. 已 知 等 腰 三 角形 的 底 角 的 正弦 值 等 于 ， 求 这 个 三 角形 的 顶 角 的 正弦 、 余 弦 和 正 


切 值 . 
10. 证 明 下 列 恒等式 : 


号 

(]) 1+sina=(sin3 | cos | ; (2) 8sinta 一 cos 4a 一 4cos 2 十 3; 
下 
an 均 
1 2 

(3) 3 ; (4) tan w 十 cot wx 一 一 一 一 . 
COS a Q Slin 2a 

1 一 tan 了 


1. 已 知 sin “一 sinp= 一 卫 ， cOS Q& 一 COS p=- 也 求 cos (a 一 8). 
4 避 2 
2. 已 知 锐角 <c、8 满足 cos < 一 寺 及 COS (Co 十 有 ) 一 于 ， 求 sin 8. 


3. 已 知 tan (于 二 oj 一 2，tan 8= 己 求 下 列 各 式 的 值 ; 


(1) tan a; 


sin (十 B) 一 2Ssin wcos 有 


2sin wsin 8 十 cos (十 B)” 


工 


4. 已 知 cos (Ce 十 仿 二 7， COS (xD)= 地 求 tan atan 8 的 值 . 


3 区 
2 


$. 已 知 sin ax 一 ， xcElfr, 区)， cos8= 和 8El ,2r). 判断 “十 8 是 第 几 和 象限 


的 角 . 
6. 用 cot c 和 cot 8 表示 cot (十 P). 
7. 把 下 列 各 式 化 成 Asin (ec 十 P)(A> 盖 0) 的 形式 : 


(1) V3 sin we 十 cos a; (2) 5sin w 一 12cos wa， 
8. 设 点 己 是 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 上 的 一 个 动 点 ， 它 从 初始 位 置 Pu(C1,0) 出 发 ， 沿 


单位 圆 按 道 时 针 方向 转动 角 e{ 0<ae<3 } 后 到 达 点 P; ， 然 后 继续 沿 单位 圆 按 逆 时 针 方向 转 


可 S 5 二 3 g 直 
动 角 工 到 达 点 P;。 若 点 P， 的 横 坐标 为 一 二 ， 求 点 P， 的 坐标 


8 .ua 
和》 右 smna 一 sin ， 求 cos a. 


2 


7 
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已 知 通过 半角 公式 可 以 用 cos x 来 表示 半角 了 的 正弦 、 余 纺 及 正切 ， 自 然 会 问 : 可 以 
用 角 避 的 正弦 、 余 臣 及 正切 中 的 某 一 个 来 分 别 表示 角 " 的 正弦 、 余 下 及 正切 吗 ?” 答案 是 肯 


定 的 我们 可 以 用 tan 3 来 表示 sin ec、eos wx 及 tan w。 这 组 表达 式 统称 为 万 能 代 换 公式 ， 
并 有 着 较 多 的 应 用 . 请 同学 们 思考 并 证 明 下 述 万 能 代 换 公式 : 当天 24r+rCEZ) 时 ， 设 


上 . 2 一 万 2 
# 一 tan 本 ， 则 成 立 (1) RE (2) 人 (3) tana 一 [5 天] 且 1 光一 D) ， 


1 十 大 1 十 : 
国 徐 ， 课 后 阅读 


三 角 变 换 公 式 简 史 
三 角 变 换 公 式 很 早 就 为 数学 家 所 熟知 . 在 古 硕 腊 时 期 ， 由 于 研究 天 文 的 需要 ， 所 考察 
的 主要 是 球面 三 角 学 . 数学 家 托 勒 密 (C. Ptolemy) 在 其 (大 汇编 ;一 书 中 就 给 出 了 已 知 sin A 
及 sin 忆 , 求 sn(ATB) 与 sn (A 一 已 ) 的 方法 ， 即 两 朋 和 与 差 的 正弦 公式 sin (4A 士 也) 一 
sin Acos 士 cos Asin 吾 . 他 在 书 中 还 详细 给 出 了 在 知道 72 及 60 的 正弦 的 基础 上 ， 如 何 


求 出 12" 的 正 终 的 方法 ， 并 给 出 了 已 知 sin A 求 sin 仿 和 sin 2A 的 方法 . 在 此 基础 上 ， 他 对 


从 0 到 180" 间 所 有 相差 { 却 ) 的 角度 编制 出 了 正弦 表 . 


虽然 很 多 三 角 恒 等 式 在 托 勒 密 的 4 大 汇编 》 中 都 已 存在 ， 但 法 国 数学 家 韦 达 (F. Viete) 
进行 了 较为 系统 的 整理 、 补 充 和 发 展 . 韦 达 是 最 早 将 代数 变换 方法 引入 三 角 学 的 人 ， 他 不 
仅 给 出 了 和 差 化 积 公 式 ， 也 对 倍 角 的 sin na 及 cos za 进行 了 深入 的 研究 . 在 研究 奇数 等 


分 角 的 过 程 中 ， 他 发 现 了 一 元 三 次 方程 0 0 盖 0， “二 2 ) 如 下 的 三 角 


DO TY 浊 
解法 : 在 三 倍 角 余 弱 公式 cos 3 一 4cosaa 一 3cos ac 中 ， 今 一 一 2cos 3a， 就 可 知 迷 一 2acos a 为 


人 
上 述 三 次 方程 的 一 个 根 . 不 仅 如 此 ， 他 还 根据 2” 倍 角 的 sin ra 的 公式 ， 给 出 了 一 个 45 次 
方程 的 23 个 根 ( 可 惜 的 是 ， 其 余 的 22 个 负 根 均 被 售 去 ). 
从 三 角 学 发 展 史 看 ， 利 用 几何 知识 证 明 三 角 变 换 公式 十 分 冲 见 ， 韦 达 就 曾 用 几何 知识 
证 明了 和 差 化 积 公 式 . 这 里 我 们 给 出 倍 角 公式 的 一 个 几何 证 明 方法 . 


6.2 常用 三 角 公式 


如 图 6-2-4，AB 是 圆心 为 O 且 半 径 为 1 的 圆 的 一 条 直径 ， 点 
C 为 圆 上 一 点 . 连接 CD， 并 过 点 C 作 CD LAB， 记 其 垂 足 为 也. 
设 CAB=0， 则 COB=20. 因为 AB 为 圆 O 的 一 条 直径 ， 所 以 
一 ACB 王 90 

在 直角 三 角形 ACB 中 ,有 AC= 王 2cos 0. 于 是 ， 在 直角 三 角形 
ACD 中 ， 就 有 CD=ACsin0=2cosbsin0 及 OD=AD 一 AO 一 
ACcos0 一 1 王 2cos20 一 1. 

但 在 直角 三 角形 CDO 中 ,， 有 CD=sin 20，OD=cos 20. 

比较 上 面 的 式 子 ， 就 得 到 倍 角 公式 : sin 20 王 2sin lcos0，cos 20 王 2cos20 一 1. 

同学 们 也 可 思考 其 他 一 些 三 角 变 换 公 式 的 几何 证 明 . 虽然 几何 方法 直观 ， 但 在 上 述 公 
式 的 证 明 过 程 中 ， 角 的 限定 范围 多 在 0 一 90" 或 0 一 180" 之 间 . 考虑 到 一 般 性 ， 我 们 在 本 书 
中 借助 于 平面 直角 坐标 系 及 单位 圆 来 论证 三 角 公 式 ， 并 利用 代 换 和 转化 思想 得 到 更 多 的 三 
角 公 式 . 


图 6-2-4 


说 
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6-3-2 


本 章 以 后 若 不 特 
别 说 明 ， 在 人 ABC 中 


角 A、 妃 、C 所 对 边 的 
边 长 都 分 别 记 作 4a、 
/全 坟 


[EEE 辽 解 三 角形 


攻 除 正 孩 定理 


在 初中 我 们 已 学 习 了 直角 三 角形 的 求解 问题 ， 但 在 解决 实际 
问题 时 ， 所 遇 到 的 三 角形 往往 不 是 直角 三 角形 . 我 们 将 不 是 直角 
三 角形 的 三 角形 统称 为 斜 三 角形 . 在 三 角形 的 三 个 角 和 三 条 边 这 
六 个 元 素 中 ， 经 稼 会 遇 到 已 知 其 中 三 个 元 素 ( 至 少 一 个 元 素 为 边 ) 
求 其 他 元 素 的 问题 ， 这 称 为 解 三 角形 . 为 此 ， 需 要 知道 边 和 角 之 
间 的 数量 关系 . 

例如 ， 某 林场 为 了 及 时 发 现 火 情 ， 设 立 了 两 个 观测 点 A 和 
也. 茶 日 两 个 观测 点 的 林场 人 员 都 观测 到 C 处 出 现 火 情 . 在 A 处 
观测 到 火 情 发 生 在 北 偶 西 40 方向 ， 而 在 如 处 观测 到 火 情 在 北 偶 
西 60 方向 , 已 知 妃 在 A 的 正 东方 向 10 km 处 (图 6-3-1)， 要 确 
定 火 场 C 分 别 距 A 及 召 多 远 . 将 此 问题 转化 为 数学 问题 : 在 
和 AAA4ABC 中 , 已 知 ZCAB=130 ，~CBA=30 ，AB 王 10 km. 求 


AC 与 BC 的 长 . 
为 解答 这 个 斜 三 角形 问题 ， 就 要 研究 斜 三 角形 中 边 与 角 之 间 
的 关系 , 


在 AABC 中 ,无 论 A 为 锐角 、 直 角 还 是 钝 角 ， 对 边 AB 上 
的 高 六 ， 都 有 大 一 psin A， 其 中 2 为 边 AC 的 长 . 为 了 避免 分 类 讨 
论 ， 我 们 借助 平面 直角 坐标 系 来 统一 处 理 . 

如 图 6-3-2， 以 AABC 的 顶点 A 为 坐标 原点 ， 边 AB 所 在 
直线 为 工 轴 ， 建 立 平面 直角 坐标 系 . 将 角 A、 电 及 C 所 对 边 的 
边 长 分 别 记 作 ac、 及 c， 则 点 B、C 的 坐标 分 别 为 (c,0) 及 


(cosA,osinA)， 而 人 ABC 的 面积 Suuc=34B 。 /一 pcsin 人 


同 理 可 得 SAApc =3ac Sln 已 9 和 AABC 一 Sin (人 . 
这 就 是 说 ， 三 角形 的 面积 等 于 任意 两 边 与 它们 夹 角 正 弱 值 的 
乘积 的 一 半 ， 即 三 角形 的 面积 公式 为 


6.3 
让 有 | 二 
SAaBc 一 了 00 SG 二 了 4csin 局 一 70c si 人 A. 


天 
将 上 式 同 时 除 以 有 apc， 就 得 到 


sinA sn 忆 smC 


Q D 3 
即 
Q 0 区 
sinA smnB SmC 
这 样 ， 我 们 就 得 到 了 正弦 定理 : 在 AABC 中 ,， 若 角 A、 了 召 
及 C 所 对 边 的 边 长 分 别 为 <、0 及 <， 则 有 


的 定量 刻画 . 


Q 0 区 
sinA snB snC 


如 图 6-3-1， 在 AA4BC 中 ， 已 知 ZC4B 一 130"， 
CBA=30"，AB=10km. 求 AC 与 BC 的 长 . (结果 精确 到 0.1 km) 
解 ”在 AABC 中 ,， 由 于 C=180" 一 130" 一 30" 王 20"， 由 正 弱 


定理 ， 得 
区 0 10 
sin 130” sin 30” sin 20””， 
从 而 
sin 130” in 30” 
站 二 者 双 一 一 六 2 下 (ny 三 辜 X 二 二 一 | 本 6 
Sin 20 sin 20 


所 以 ，AC 长 约 为 14.6 km，BC 长 约 为 22.4 km 


利用 例 1 的 结果 ， 在 本 节 一 开始 所 考虑 的 问题 中 ， 就 可 以 确 
定 火 场 C 的 位 置 

正弦 定 理 表明 三 角形 的 各 边 和 它 所 对 角 的 正弦 的 比 相等 . 那 
么 ， 这 个 比 的 几何 意义 是 什么 呢 ? 

人 @@ 况 已 知 园 O 是 和 ABC 的 外 接 圆 ， 其 圆心 为 0， 直 径 
为 2R. 试用 尺 与 角 4、B 及 C 的 正 疙 来 表示 三 角形 三 边 的 边 长 
a、0 及 <. 

解 由 于 三 角形 内 角 和 等 于 180"， 因 此 角 A、B 及 C 中 至 
少 有 两 个 角 是 锐角 ， 不 妨 设 4 为 锐角 ， 如 图 6-3-3 所 示 . 过 也 
作 直径 BD， 并 连接 CD. 直径 BD 所 对 的 圆周 角 二 DCB 一 90"， 
呈 BC 所 对 的 圆周 角 一 D=~A,， 且 BD=2R. 于 是 


aa 一 BC 王 BDsnDD=BDsnA 一 2RsnA， 


CQ 


即 二 二 人， 
这 样 ， 由 正 引 定理 就 得 到 
- 能 否 用 其 他 方法 已 
人 snA sn 巨 sinC 2RCR 为 A4BC 的 外 接 圆 半径 )， 
换言之 


4 一 2RsinA，p0 王 2Rsin 已 ，c 一 2RSsin C. 
羽 恬 是 设 尺 是 和 ABC 的 外 接 圆 的 半径 ，S 为 AAABC 的 
面积 , 求证 : 


CQOC 
(]) 一 


(2) SS 一 2R2sin Asin Bsin C， 


] C apc 

证 明 1) 5 一 740sinC 二 740 坊 二 本 

(2) 一 absin C=- 。2RSsinA。2RSsn。sinC 
一 2R2sin Asin Bsin C， 


ED 一 一 


1. 在 AABC 中 ， 已 知 w 一 7， 忆 一 30"，C 一 85”. 求 c. (结果 精确 到 0.01) 
2. 在 AABC 中 ， 已 知 a 一 5，A 一 40"， 了 一 80". 求 5、c 和 面积 S. (结果 精确 到 0.01) 
3. 在 人 ABC 中 ， 如 果 Sin2A 十 Sin2 呈 一 Sin2C， 试 判断 该 三 角形 的 形状 . 


用 落 余弦 定理 


正 终 定 理 刻画 了 三 角形 中 边 与 角 的 正 吃 之 间 的 关系 . 那么 ， 
三 角形 中 边 与 角 的 余弦 之 间 存 在 什么 关系 呢 ? 
在 图 6-3-2 中 ， 由 两 点 间 的 距离 公式 ， 得 
4 一 |BC|=vV(pocosA 一 c) 十 (osinA 一 0) 


一 V(pcosA 一 c) 十 (Csin A)， 
两 边 平 方 ， 得 
巡 一 02cos2A 一 20ccos A 十 c2? 十 02Sin2A 一 十 c 一 20ccos A， 
即 
巡 一 0 十 cc 一 20ccos A. 
同 理 可 得 
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0 一 0 十 c2 一 2accos 卫 ， 
c2 一 驴 十 0 一 200cos C. 
这 样 ， 我 们 就 得 到 了 余弦 定理 : 在 AABC 中 ， 设 和 角 A、8B 
及 C 所 对 边 的 边 长 分 别 为 w、2 及 c， 则 有 


余弦 定理 也 可 以 表示 成 如 下 形式 : 


将 余弦 定理 用 于 直角 三 角形 ， 立 即 可 得 勾 股 定理 . 因此 ， 义 
股 定理 可 视 为 余 汞 定理 的 特例 . 正弦 定理 和 余弦 定理 都 定量 刻画 
了 三 角形 的 边 角 关 系 ， 是 求解 三 角形 的 基本 工具 . 我 们 已 在 上 节 
例 1 中 应 用 正 艾 定理 处 理 了 已 知 两 角 和 一 边 求解 三 角形 其 他 元 素 
的 问题 ， 现 在 再 来 研究 其 他 情况 . 

在 AABC 中 , 已 知 a 一 6，8 一 3 十 1，C 一 全 
求 c、A4 及 也. 

解 ”由 余弦 定理 ， 得 


cz 一 02 十 02 一 20b0cos C 一 6 十 W3 十 1 一 2V6 义 W3 十 ]) > 一 4， 


故 c 一 2. 
再 由 余弦 定理 ， 得 
0 十 c2 一 CQ CW3 十 1) 十 4 一 6 1 


cos A 一 


25c 2XQWSTI)X2 2 
因为 角 A 为 三 角形 的 内 和 朋 ， 所 以 A=60 
由 三 角形 内 角 和 定理 ， 最 后 可 得 了 180 "一 A 一 C 一 75”. 人 
所 以 ，c 王 2，A 王 60"， 已 一 75 . 纺 定 理 求 出 sm A 一 ， 


如 何 判断 一 60 


在 AABC 中 ,已 知 < 一 2，0 一 2V3，A 一 30" 求 
已 、C 及 <. 
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将 例 5 中 的 数据 
本 和 抱 均码 
角形 只 有 一 解 . 对 于 
已 知 三 角形 两 边 及 其 
中 一 边 所 对 角 的 三 角 
形 求解 问题 ， 有 兴趣 
的 同学 可 以 深入 加 以 
研究 . 


如 例 5 所 示 ， 已 
知 三 角形 两 边 和 其 中 
一 边 所 对 的 角 ， 解 出 
来 的 三 角形 可 能 不 唯 
一 确定 ,而 对 其 他 的 
情形 ， 如 本 节 例 4、 
例 6 和 上 节 中 的 例 1， 
都 有 确定 的 解 . 这 与 
证 明 三 角形 全 等 的 条 
件 之 间 有 联系 吗 ? 


解 。 方 法 一 : 由 正 终 定理 ， 得 
2 2V3 


sin 30"” sin 忆 ” 


所 以 Sin Be ， 从 而 刀 =60 或 已 王 180 一 60 一 120 . 


当 玉 6 时， 二 再 直 
2 C 
sin 30” sin 90?” 


得 c 一 4; 
当 =120" 时 ，C=180 一 30 一 120 王 30 ， 再 由 
2 GE 
sin 30” sin 30” 
得 < 一 2. 


所 以 ， 刀 = 王 60"，C 王 90"，c 王 4 或 刀 王 120，C 王 30，c 一 2. 
方法 二 : 由 余弦 定理 ， 得 
22 一 (2V3)2 十 c2 一 2X2V3 XcXcos 30"， 
即 c 一 6c 十 8 二 0， 所 以 c 王 4 或 c 一 2. 


2 十 42 一 (2V3)2 1 
二 一 3， 所 以 一 60 ， 


当 c< 王 4 时 ，cos 了 一 
从 而 C 王 180 "一 30 一 60 一 90”; 


22 十 22 一 (2V3)? 1 
二 二 一 2， 所 以 了 一 120 ， 


从 而 有 1 0 一 120=20. 
于 是 得 到 结论 : 


忆 一 60，C 一 90 ，c 一 4 或 刀 王 120 ，C 一 30 ，c 一 2. 


当 c 王 2 时 ，cos 了 一 


区 恒 在 人 ABC 中 ,已 知 ac 一 4，0 王 5，c 一 6. 求 角 A 的 
余弦 值 和 AABC 的 面积 $S. 
解 ”由 余弦 定理 ， 得 
本 02 十 c? 一 0 52 十 62 一 42 3 
ee ED 
由 此 可 得 
sin4=-VIaSI /一 ( 2) = 分 ， 
从 而 
S= Jicsin4= 上 X5X6X 罗 一 了 7. 


1. 在 人 AABC 中 ， 已 知 4 王 3，0 王 4，C 王 60. 求 c. 


2. 在 AABC 中 ， 已 知 A 一 45"，a 一 2V6 ，0 一 2V3. 求 已 、C 及 fc. 
3. 在 AABC 中 ， 已 知 三 边 之 比 为 2 :3:4. 求 该 三 角形 的 最 大 角 的 余弦 值 . 


在 AABC 中 ,已 知 包 十 cz 一 呈 一 02， 且 志 一 tm 
cC tanC 
求证 : 人 ABC 为 等 边 三 角形 . 
0 已 
证 明 记 AABC 外 接 加 的 半径 为 R， 由 “一 训 二 得 


2Rsn 吕 sn 如 。CcOS C 
2RSinC cos 症 。SinC 
又 由 已 、CE(0,r)， 得 刀 =C， 从 而 0 一 c. 再 由 好 十 c2 一 0c 
一 2 ， 得 2 一 ca ， 从 而 < 一 0. 
所 以 ，A 人 ABC 为 等 边 三 角形 . 
在 AABC 中 , 已 知 <=5， 0 一 4， 且 三 角形 面积 
S 一 8. 求 c. 


， 即 cos 妃 王 cos C. 


| 
解 由 SS 一 “0sin C 8， 得 sin C “， 所 以 
cosC= 上 ViISGC= 土 5 
3 
当 cos C 一 计时 ， 


] 
c2 一 42 十 02 一 200cos C 一 25 二 16 一 人 关 5 久 入 三 二 17 


而 当 cos C= 一 二 时 ， 


3 
末 二 风干 语 一 200668 区 一 | 研 6& 


号 
所 以 ，c=V17 或 < 一 V65. 
为 了 表示 例 8 中 的 角 C， 我 们 引入 如 下 记号 . 
一 般 地 ， 我 们 用 arcsin a 表示 满足 sn z=a(0 委 wa 过 1) 的 角 
符号 arcsin、arccos、 


xz(2E 0 ); 用 arccos a 表示 满足 cos x 一 &(O 迄 和 1) 的 角 人 汪汪 于 | 二 二 


般 分 别 用 sn :、cos -、 


1 


(zs 3 )， 用 arctan au 表示 满足 tan 过 =a(Ca 三 0) 的 角 工 


本 . 7 1 
(ze 3) 这 样 ， 由 sin 5 一 也 就 得 到 arc sin 了 一 


式 一 | 
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工 


有 arccos 必 一 及 arctanV3 一 可. 因此 ， 当 例 8 中 的 角 C 为 锐角 
时 ， 可 以 表示 为 aresin 或 arccos 二 而 当 角 C 为 钝 角 时 ， 可 以 


本 4 、 3 
表示 为 r 一 arcsin 或 区 一 arccos 一 . 


5 
@@ 园 良 据 下 列 条 件 ， 分 别 求 角 x: 
(1) 已 知 sin z 一 了 


(2) 已 知 cosx 一 一 三， ZEGL0,T|; 


(3) 已 知 tan 过 一 一 3， zEl(5 <) 


2 
一 沁 ， 汪汪 
解 〈1) 设 锐角 w 满足 sin 一 本， 就 有 cx 一 arcsin 本. 这 样 ， 


原 式 等 价 于 求解 snz=sinw， 从 而 有 > 一 &r 十 (一 1)ko，&GEZ. 
于 是 ， 满足 条 件 的 角 为 一 Ar 二 (一 D)*arcsin ， REZ. 
(2) 设 锐角 w 满足 cos e 一 三， 就 有 ae 一 arecos 二 因为 
cos (T 一 a) 一 一 cos a 一 一 去， 所 以 原 式 等 价 于 求解 cos Z 一 
3 


cos (r 一 wa)， 从 而 有 z 一 28r 士 ( r 一 arccos 8 REGZ. 


又 因为 EL0,xj ， 所 以 xz 一 marccos 


(3) 设 锐 角 a 满足 tana 王 3， 就 有 waw=arctan 3. 因为 tan (一 a) 
二 一 tan ao 一 一 3?， 所 以 原 式 等 价 于 求解 tan zx 一 tan (一 ‰)， 从 而 有 
工 一 AT 十 (一 arctan 3)，&AGZ. 


又 因为 xzE[( 开 ,| ， 所 以 过 =r 一 arctan 3. 


ED 一 


1. 在 AABC 中 ， 已 知 & 一 4， 忆 一 60"， 其 面积 为 5V3. 求 0. 
2. 证 明 : 平行 四 边 形 中 ， 四 边 平 方 和 等 于 对 角 线 平方 和 . 
3. 在 人 ABC 中 ， 求 证 ; 

人 
C SI CC 


(2) c&2 十 22 十 c2 一 2(occos A 十 accos 已 十 cocos C). 


4. 分 别 来 满足 下 列 条 件 的 角 . 


(]) sin xz 一 二 ， zc| 2 ,|， (2) cos Z 一 一 


2 
3 
2 
人 zEl 。 


上 (4) sinz 一 一 

解 三 角形 在 实际 生活 中 ,尤其 是 在 测量 方面 ， 有 着 广泛 的 应 
用 . 下 面 通过 一 些 实例 来 体会 解 三 角形 在 测量 上 的 应 用 . 

金 茂 大 厦 是 改革 开放 以 来 上 海 出 现 的 超 高 层 标志 
性 建筑 .有 一 位 测量 爱好 者 在 与 金 茂 大 厦 底部 同一 水 平 线 上 的 了 
处 测 得 金 茂 大 厦 顶 部 A 的 仰角 为 15.66"， 再 向 金 茂 大 厦 前 进 
500 m 到 达 C 处 ， 测 得 金 茂 大 厦 顶 部 A 的 仰角 为 22.81" 请 根据 
以 上 数据 估算 出 金 茂 大 厦 的 高 度 .〈 结 果 精 确 到 1 m) 

解 “ 根 据 题 意 ， 作 出 如 图 6-3-4 所 示 的 示意 图 ， 问 题 转化 为 
求 直 角 三 角形 ABD 中 边 AD 的 长 . 

在 AABC 中 ，ABC=15.66，BAC 王 22.81 一 15.66 一 
7.15 ，BC 王 500 m. 


500 AC 
sin 7.15” sin 15.66” 


由 正弦 定理 ， 有 ， 即 


500sin 15.66-” 
sin 7.15” 
从 而 AD=ACXsin 22.81 420(m)， 

所 以 ， 所 估算 的 金 茂 大 厦 高 度 约 为 420 m. 

全 甲 船 在 距离 A 港口 24 海里 并 在 南 偏 西 20" 方 向 的 
C 处 驻 留 等 候 进 港 ， 乙 船 在 A 港口 南 偏 东 40" 方 向 的 B 处 沿 直线 
行驶 人 港 ， 甲 、 乙 两 船 距离 为 31 海里 . 当 乙 船 行驶 20 海里 到 达 
D 处 时 ， 接 到 港口 指令 ， 前 往 救援 忽然 发 生火 灾 的 甲 船 . 求 此 时 
甲 、 乙 两 船 之 间 的 距离 . 

解 “， 根 据 题 意 ， 作 出 如 图 6-3-5 所 示 的 示意 图 ， 其 中 

AC=24，BC 王 31，CA4AD=20 十 40 一 60 


24 31 
sin “ABC sin 60" 


AC 一 人 1 084.3(Cm). 


在 人 ABC 中 ， 由 正 获 定理 ， 得 ， 从 而 
Sin LABC=J23 


由 AC<BC， 知 二 ABC 为 锐角 ， 故 


6.3 


，ZGL0,T|; 


，ZECR. 


48 


2 
cos ABC=v1 一 sin ABC =-5 


在 人 ABCD 中 ,由 余弦 定理 ， 有 
CD 王 VBC2? 十 有 D 一 2BD。BC cos 一 ABC 


2 
一 /32+207 一 2x31X20X 多 
一 21( 海 里 ). 


所 以 ， 此 时 甲 、 乙 两 船 之 间 的 距离 为 21 海里 ， 


1. 某 货 轮 在 A 处 看 灯塔 S 在 北 偏 东 30 方向 , 它 以 每 小 时 18 海里 的 速度 向 正 北 方向 
航行 ， 经 过 40 分 钟 航 行 到 已 处， 看 灯塔 9 在 北 偏 东 75 方向 . 求 此 时 货轮 到 灯塔 S 的 
距离 . 
2. 我 缉私 船 发 现 位 于 正 北 方向 的 走私 船 以 每 小 时 30 海里 的 速度 向 北 偏 东 45 方向 的 公 
海 逃 审 ， 已 知 缉私 船 的 最 大 时 速 是 45 海里 ， 为 了 及 时 截 住 走 私 船 ， 缉 私 船 应 以 什么 方向 
追击 走私 船 ? (结果 精确 到 0.01 ”) 

3. 修建 铁路 时 要 在 一 个 山体 上 开 挖 一 隧道 ， 需 要 测量 隧道 口 
D、 瓦 之 间 的 距离 . 测量 人 员 在 山 的 一 侧 选 取 点 C， 因 有 障碍 物 ， 
无 法 直接 测 得 C 忆 及 DEFE 的 距离 . 现 测 得 CA 王 482.80 m，CB 王 
631.50 m， 一 ACB=56.3 ;又 测 得 A 及 忆 两 点 到 隧道 口 的 距离 分 
别 是 80.13 m 及 40.24m(A、D、、 已 在 同一 直线 上 ). 求 障 道 
DD 玉 的 长 . (结果 精确 到 1 my) 


攻 少 习题 6.3 


工 . 在 人 ABC 中 ， 已 知人 A 一 120"， 一 45 ”， AC 一 2. 求 BC . 
2. 在 AABC 中 ,已 知 0 一 40，c 一 32，A 一 60"”. 求 w， 


13  、 
3. 在 AABC 中 ,和 若 < 一 7，0 一 8， co8C= 行 : 求 最 大 角 的 余 欧 值 . 


(第 3 题 ) 


4. 已 知人 AABC 的 面积 为 3， 一 3，0 一 2V2. 求 <. 
S. 在 AABC 中 , 已 知 0 一 2，c 一 V2 ， 忆 一 45”. 求 C、w 及 人 A. 


人 在 六 ABC 让, 车 :三 六 尼 1 且 其 面积 为 3 ， 求 < 及 忆 


6.3 


7. 在 AABC 中 , 已 知 AD 是 BAC 的 内 角 平分 线 . 求证 ; =， 

8. 在 AABC 中 , 已 知 AB=v3，BC=3，AC 王 4. 求 边 AC 上 的 中 线 BD 的 长 . 

9. 根据 下 列 条 件 ， 分 别 判断 三 角形 ABC 的 形状 ; 

coOS (也 一 C) 

(1) & 一 20cos C; (2) tan 六 一 AT -二 cy 
10. 如 图 ， 自 动 印 货 汽车 采用 液压 机 构 ， 设 计时 需要 计算 油泵 顶 杆 BC 的 长 度 . 已 知 

车 厢 的 最 大 仰角 为 60"， 油 泵 顶点 妃 与 车 厢 支 点 A 之 间 的 距离 为 1.95 m，AB 与 水 平 线 之 

间 的 夹 角 为 6520，AcC 的 长 为 1.4m. 计算 BC 的 长 . 〈 结 果 精 确 到 0.01 my) 


(第 10 题 ) 


1. 在 AABC 中 ,， 若 V3c 一 20sin A， 求 也. 


已 2 、 
2. 已 知 AABC 的 面积 S= “一 ， 求 4. 
3. 在 AABC 中 ， 已 知 <a 王 13，0 王 14，c 一 15. 


(1) 求 cos Ai; 

(2) 求人 AABC 的 面积 S. 

4. 已 知 三 角形 两 边 之 和 为 8， 其 夹 角 为 60” 分 别 求 这 个 三 角形 周 长 的 最 小 值 和 面积 的 
最 大 值 ， 并 指出 面积 最 大 时 三 角形 的 形状 . 

5$. 求 分 别 满 足下 列 条 件 的 角 : 


2 2 
(1]) sinZ 一 吉 ， 并 E| 0 区 |; (2) cosZ 一 一 3， ZEGL0,2T | ; 


1 
(3) tanZz 一 一 7， ZEGR. 


6. 在 人 AABC 中 ，A 王 60"，0 一 1， 且 其 面积 为 V3. 求 wa， 

7. 某 船 在 海面 A 处 测 得 灯塔 C 在 北 偏 东 30 方向 ， 与 A 相距 10V3 海 里 ， 且 测 得 灯塔 
也 在 北 偏 西 75 方向， 与 A 相距 15V6 海 里 . 船 由 A 向 正 北方 向 航行 到 盖 处 ， 测 得 灯塔 也 
在 南 偏 西 60 方向 . 这 时 灯塔 C 与 忆 相距 多 少 海里 ? C 在 刀 的 什么 方向 ? 


49 


8. 如 图 ， 为 了 测定 对 岸 A、 刀 两 点 之 间 的 距离 ， 在 河 的 一 
岸 定 一 条 基线 CD ， 测 得 CD=100 m，ACD=80"， 一 BCD= 
45"，BDC=70"，ADC=33” 求 A、 已 间 的 距离 . (结果 精 
确 到 0.01 my) 

9. 在 人 AABC 中 ， 求 证 ; 

<) 人 cos2 有 | 1 _ 

Q 0 2 .02 (第 8 题 ) 

(2) (〈a:2 一 02 一 c2?)tan A 十 (ca 2 一 02 十 c2?)tan 也 一 0. 


国 示 探究 与 实 眠 


海伦 公式 和 “三 斜 求 积 "公式 


已 知 三 角形 三 边 边 长 求 三 角形 面积 的 问题 ， 据 说 最 早 是 由 古 希 腊 数 学 家 阿 基 米 德 
Q& 十 0 十 c 
| 


(Archimedes) 解 决 的 ， 计 算 公 式 为 S 王 VPC 一 2)( 一 0)( c( 其 中 心 = . 但 


这 个 公式 通 稼 称 为 海伦 公式 ， 因 为 人 们 最 早 见 到 这 个 公式 出 现在 海伦 (Heron) 的 著作 《 测 
地 术 》 中 ， 并 在 海伦 的 著作 《经 纬 仪 } 等 书 中 都 给 出 了 证 明 . 

我 国 南宋 著名 数学 家 奈 九 韶 也 独立 发 现 了 与 海伦 公式 等 价 的 公式 ， 但 其 证 明 已 经 失 
传 . 他 在 著作 《 数 书 九 章 》 卷 五 田 域 类 "里 指出 “ 问 有 沙田 一 段 ， 有 三 斜 ， 其 小 斜 十 三 里 ， 
中 斜 十 四 里 ， 大 和 斜 十 五 里 ， 里 法 三 百 步 ， 其 田 几 何 ”， 给 出 的 解法 为 “以 小 斜 需 并 大 和 斜 震 
减 中 斜 需 ， 余 半 之 自 乘 于 上 ， 以 小 斜 震 乘 大 斜 客 减 上 ， 余 四 约 之 ， 为 实 . 一 为 从 隅 ， 开 平 
方 得 积 ” 即 是 说 ， 记 三 百 步 为 一 里 ， 以 里 为 单位 ，4 王 13，0 二 14，c 一 15， 面 积 可 由 公式 


2 
余 式 组 、 高 次 方程 的 数值 解法 、 线 性 方程 组 等 都 有 深入 研究 ， 因 此 美国 科学 史家 联 顿 
(G. Sarton) 评 价 他 为 他 那个 民族 ， 那 个 时 代 ， 并 且 确 实 也 是 所 有 时 代 最 伟大 的 数学 家 
之 一 
利用 三 角形 面积 公式 和 余弦 定理 证 明海 伦 公 式 和 ”三 斜 求 各 公式 虽 有 一 定 难 度 ， 但 揭 
示 海 伦 公 式 和 "三 斜 求 积 "公式 的 等 价 性 并 不 是 太 困 难 ， 布 望 同学 们 加 以 探究 . 


一 2 人 vv =- 6 一- 人 | -上 ?9 > 立 万 、 vyA> [二 
S 一 睛 | ec 一 (和 二 5 二 全) | 得 出， 这 就 是 著名 的 "三 斜 求 积 "公式 . 秦 刀 帮 还 对 一 次 同 


国 纱 课 后 闪 读 


三 角 学 发 展 简 史 
平面 三 角形 的 正弦 定理 是 直角 三 角形 边 角 关 系 的 推广 ， 余 弦 定 理 是 勾 股 定理 的 推广 . 
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6.3 


早 在 我 国 商 代 与 古 希 腊 时 期 就 已 发 现 了 勾 股 定理 (又 称 毕 达 哥 拉 斯 定理 )， 但 平面 三 角 的 正 
粥 定理 与 余弦 定理 却 出 现 得 很 晚 . 在 古 希 腊 ， 三 角 学 的 起 源 、 发 展 与 天 文学 密 不 可 分 ， 人 
们 需要 使 用 三 角 知 识 来 建立 定量 的 天 文学 ， 通 过 测量 天 体 的 运动 路 线 和 位 置 用 于 报时 、 航 
海 、 历 法 推算 和 地 理 研 究 等 ， 因 此 对 球面 三 角 的 研究 比 平面 三 角 更 早 、 更 深入 . 对 于 平面 
测量 问题 ， 古 希腊 人 认为 利用 平面 几何 知识 已 经 足 信 . 

公元 9 世纪 左右 ， 阿 拉 伯 天 文学 家 阿尔 ， 巴 塔 尼 (AF-Battani) 以 习题 形式 给 出 了 
平面 上 的 余弦 定理 . 15 世纪 ， 了 阿尔. 卡 西 (AFKashi) 给 出 了 余弦 定理 的 下 述 形式 : 
0 一 (0 一 ccos 4 六 十 csin2A. 现在 所 见 到 的 余 怠 定理 是 由 16 世纪 法 国 数学 家 韦 达 首次 给 
出 的 . 著名 天 文学 家 阿尔 。 比 鲁尼 (ALBiruni) 给 出 了 平面 三 角形 的 正弦 定理 ， 并 给 予 了 
证 明 . 

1450 年 前 的 三 角 学 主要 是 球面 三 角 ， 而 大 地 上 的 测量 学 还 是 采用 几何 方法 . 最 早 将 三 
角 学 从 天 文学 中 独立 出 来 的 代表 人 物 是 德国 数学 家 约翰 。 称 勒 (J. Miiller) ， 其 笔名 雷 格 花 
塔 努 斯 (J. Regiomontanus) 更 广为人知 . 他 在 1464 年 完成 了 5 卷 本 《 论 各 种 三 角形 》 这 部 
著作 首次 对 三 角 学 作出 了 系统 性 前 述 ， 将 平面 三 角 、 球 面 儿 何 和 球面 三 角 中 有 关 的 知识 绿 
合 起 来 ， 建 立 了 现代 三 角 学 的 雏形 . 法 国 数学 家 韦 达 将 平面 和 球面 三 角 进 一 步 系统 化 并 加 
以 发 展 . 正 是 由 于 众多 数学 家 的 努力 ，16 世纪 三 角 学 从 天 文学 中 分 离 出 来 ， 成 为 数学 的 一 
个 独立 分 支 . 


徐光启 (1562 一 1633) ， 明 末 科 学 家 ， 字 子 先 ， 上 海 
人 . 曾 译 拉 丁 文 sinus 为 “正弦 ”， 这 是 现在 我 们 所 用 "“ 正 
弦 ” 这 一 术语 的 由 来 . 徐光启 等 人 还 编写 了 《测量 法 义 》 和 
《测量 异同 》 在 这 些 著 作 中 ， 不 仅 有 我 们 熟悉 的 正 弱 定 
理 ， 还 比较 系统 地 给 出 了 直角 三 角形 和 和 斜 三 角形 的 解法 . 
徐光启 将 西方 的 三 角 知 识 传播 到 了 中 国 ， 并 与 意大利 人 
利 玛 窦 (M. Ricci) 合 作 翻 译 了 《几何 原本 》 的 前 6 卷 ， 被 称 
为 中 国 近 代 科 学 的 先驱 


51 


9 


国 秒 内 容 提 要 


1. 正弦 、 余 引 、 正 切 、 余 切 

中 居 制 : 引 长 等 于 半径 的 路 所 对 的 
角 的 单位 制 称 为 路 硫 制 . 
局 形 中 长 与 面积 : 记 局 形 的 半径 为 >， 圆心 钊 为 引 度 ， 引 长 为 /， 面 积 为 S， 则 有 


当 0 
让 
机 


是 做 1 练 厦 的 角 . 用 " 弧 大 " 作 为 单位 来 大 


可 


/一 a7 ， S 一 cr 


单位 圆 : 单位 圆 泛 指 半径 为 1 个 单位 的 圆 . 本 章 中 ， 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 特 指出 以 
原点 为 圆心 、 以 1 为 半径 的 圆 为 单位 
正 纹 、 余 弦 、 正 切 及 余 切 的 定义 ， 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 将 角 v 的 珊 点 与 坐标 原点 O 
重合 ， 始 边 与 z 轴 的 正 半 轴 重 合 ， 在 角 v 的 终 边 上 任 取 异 于 原点 的 一 点 PCz ,y)， 就 有 


司 


sina 一 ”， cosa 一 一， HE 《2 二 0 cota 一 yC 天 0) 
同 角 三 角 公 式 : 


Sin w COS Q 
sin2aw 十 coszaw 一 1， tan ax 一 OO cot w 一 一 一 ，tan w cot a 一 |. 
COS 


Sin wa? 


诱导 公式 : 2&r 二 a(REZ)， 一 wx，r 士 a， 证 的 诱导 公式 ， 其 规律 为 口 诀 : 奇 变 侦 
不 变 ， 符 号 看 象限 . 
2. 常用 三 角 公 式 


和 有 角 导 差 角 公 式 :; 

sin(a 士 六) 一 Sin wcos 8 十 cos wsin P， 

cos (wa 士 B) 王 cos wacosB8 干 sin wsin P， 

tan wx 士 tan 
tan (ae 士 太 一 ] 
1] 干 tan atan 8 

倍 角 公式 : 
; 2 2 2 已 2tan wa 
Sin 2a 一 2Sin wcos w，cos 2a 一 coS au 一 Sm a 一 2cos aa 一 1] 一 1 一 2Sm aa，tan < 


3. 解 三 角形 
正 芝 定理 : 


余 咏 定理 : 
Q2 一 0 十 c2 一 20ccos AAA，0 ee 六，c 一 42 十 02 一 2c0cos C. 


CC D C 


sinA snB snC- 


2 1 上 
三 角形 面积 公式 : SAaApc 王 记 absin C 一 了 5acsin 旦 一 椰 bcsin A， 


复习 题 


国 办 复习 惠 


1. 选择 题 ; 


(D 与 sin (0 一 了 } 一 定 相等 的 是 ( 
了 了 3 宛 
A. | 了 B. cos (0 一 了 
只 。 区 
C. cos (2 一 0) ; D. sin (Ce 
(2) 当 0<-o< 了 时 ， 化 简 VI 一 sn 2 的 结果 是 (  ) 
A. cos ai B. sin w 一 cos a; 


C.cos w 一 Sin a ; 


D， sin w 十 cos wa. 


2. 填空 题 ， 
(1) 知 2 为 锐角 ， 则 logsno(C1 二 cot0) 一 ; 


(2) 人 曾 生 (Bote aoso 必 在 第 象限 ; 


(3) 和 若 sin (x = 了 ， 5 汪 则 sin 2a 王 
3. 已 知 圆 O 上 的 一 段 圆 跌 长 等 于 该 圆 的 内 接 正 方形 的 边 长 ， 求 这 段 圆 弧 所 对 的 圆心 


角 的 弧度 . 
4. 已 知 角 wa 的 终 边 经 过 点 忆 (3a ,4c)(c 和 关 0)， 求 sna、cosa 和 tana. 
S. 化 简 : 


< 

sin (0 一 5x) ， cot (一 cos (Sr0) 

tan (3 一 0) 3r\ sin (一 0 一 4T) 
tan (0 一 本 


《1) 


《2) sin (0 一 卫 } 十 cos (9 十 了)， 

ee 的 值 . 

Sm wx 十 2Sin wcosw 

7. 在 人 AABC 中 ， 已 知 < 王 5，0 王 4，A 王 2 甩 . 求 cos 也 . 
8. 已 知人 ABC 的 面积 为 S， 求 证 


a2sin 忆 sinC 忆 


2sin ( 卫 十 C) 1 0 已 十 cot C) 


6. 已 知 tana 一 3， 求 


受 


(1) 9 王 


Sa 


室 ，sin8 一 加 2 ， 目 w 及 有 都 是 锐角 . 求 十 B 的 值 ; 


(2) 在 AABC 中 ， 已 知 tanA 与 tan 忆 是 方程 习 一 6z 十 7 一 0 的 两 个 根 ， 求 tan C. 


9. (1) 已 知 sin a 一 


10. 证 明 : (sin w 十 sin B) 2? 十 (cos w 十 cos B) 2 一 4cos? 。 
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1. 选择 题 


(1) 0 且 IgCsinz 二 cos 盖子 3lg2 一 lg5)， 则 cos z 一 sn 的 值 为 〈 
V6 V3 、VI0 V5 
和 A. 了 B， 7 ; C D. 本 
(2) 下 列 命 题 中 ， 真 命题 为 
2V5 
A. 若 点 PCo ,2a)(a 天 0) 为 角 a 的 终 边 上 一 点 ， 则 sin wx 一 


B. 同时 满足 sin a 一 也， COS w 一 癌 的 角 ax 有 且 只 有 一 个 ; 
C. 如 果 角 。 满足 一 3x<<a<< 一 六 r， 那么 角 v 是 第 二 象限 的 角 ; 


D tanz 一 一 人 的 解 集 为 | z|z 一 Ar 一 ,REZ 上 
2. 填空 题 : 
(1) 在 人 AABC 中 ， 若 < 十 2 十 ac 一 c， 则 C 王 ; 
(2) 知 sin0=a，cos0 一 一 20， 且 0 为 第 四 象限 的 角 ， 则 实数 < 一 。 
2 一 1 


3. 已 知 sn xc 一 wsinB8，pbcos a 一 acosB,， 且 w 及 B8 均 为 锐角 ， 求 证 :， cos w 王 | 


1 
4. 已 知 0<<w 一 去 5<8<r， 且 cos p 一 一 了 ，Sin (x 上 B)= 冲 ， 求 sn a 的 值 . 


3 吕 ， 5 10 
S. 已 知 r<a< 3 了， Re 且 sina=- 竟 ， cos 0 一 ， 求 “一 8 的 值 . 


6. 已 知 (1-Htana)(G1Ttan 有 一 2， 且 w 及 有 都 是 锐角 . 求证 ， “十 8 一 王 . 


区 
. 4 
1 sin( a 了 
日. AS 一 一 = 
7. 已 知 x 是 第 二 象限 的 角 ， 且 sin a 下 求 T 下 si AR 元 的 值 . 
8. 证 明 : 
2(1 十 Sin 2a) 2sinsa 
(1 ) SR 元 一 tan a ; (2) 2Sin w 十 Sin 2 一 1 一 Rd 


) 


复习 题 


9. 根据 下 列 条 件 ， 分 别 判断 三 角形 ABC 的 形状 ， 


(1) simnC 二 sn ( 忆 一 人 A) 一 Sin2A; (2) 


要 人 已 克 C C 人 
10. 在 人 ABC 中 ， 求 证 : tan 二 tan 三 十 tan 云 tan 二 十 tan 二 tan 二 一 1. 


1. (1) 完成 下 表 (0 为 弧度 数 ) : 


2 2 2 2 


(2) 观察 上 表 中 的 数据 ， 你 能 发 现 什么 规律 ? 
(3) 已 知 0<<-0<< 了， 利用 图 形 面积 公式 证 明 sin g<-0<-tan 9， 并 应 用 该 公式 说 明 (2) 


中 猜想 的 合理 性 . 

2. 在 AABC 中 ， 已 知 A=30 ，0 王 18. 分 别 根据 下 列 条 件 求 纪 : 

(1) dd <c=6，@O <=9，@ <=13， 由 < 王 18，@ < 一 22; 

《2) 根据 上 述 计算 结果 ， 讨 论 使 妃 有 一 解 、 两 解 或 无 解 时 a 的 取 值 情况 . 

3. (1) 根据 cos 54"=sin 36" 和 三 倍 角 公式 ， 求 sin 18" 的 值 ; 

(2) 你 还 能 使 用 其 他 方法 求 sn 18" 的 值 吗 ? 若 能 ， 请 给 出 你 的 求法 . 

4. 如 图 ， 要 在 A 和 两 地 之 间 修 建 一 条 笔直 的 隧道 ， 现 在 从 也 C 
地 和 C 地 测量 得 到 :DBC 王 24.2"，DCB=35.4，DBA 一 31.6"， 
DCA=17.5. 试 求 DAB 以 确定 隧道 AD 的 方向 .〈 结 果 精 确 到 
0.1?) 


(第 4 题 ) 
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三 角 函 数 


前 一 章 学 习 了 三 角 ， 无 论 是 在 锐角 三 角形 
中 ， 还 是 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 我 们 都 是 从 几 
何 的 角度 ， 把 正统 、 余 弦 和 正切 看 成 一 个 比值 . 
本 章 我 们 将 从 函数 的 角度 看 待 正 弦 、 余 纺 和 正 
切 ， 研 究 这 些 三 角 函 数 的 图 像 与 性 质 . 

与 才子 数 、 指 数 函 数 及 对 数 函 数 不 同 ， 三 
角 函 数 具 有 周期 性 . 在 现实 生活 中 存在 大 量 的 
周期 现象 ， 如 四 季 的 交替 ， 钟 表 指针 的 转动 ， 
弹簧 的 振动 ， 等 等 . 三 角 函 数 是 刻画 周期 现象 
最 典型 的 数学 模型 . 根据 19 世纪 法 国 数学 家 傅 
里 叶 (J. B. J. Fourier) 建 立 的 全 里 时 级 数理 论 ， 
一 般 的 周期 函数 都 可 以 用 正弦 函数 和 余弦 函数 
构成 的 无 穷 级 数 表 示 ， 它 确认 了 正统 函 数 和 余 
弦 函 数 在 周期 现象 研究 中 重要 而 本 质 的 作用 ， 
使 三 角 函 数 成 为 分 析 和 解决 周期 问题 的 基本 工 
具 ， 在 物理 学 、 工 程 技术 和 其 他 许多 领域 都 有 
广泛 的 应 用 . 
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三 角 函 数 


的 位 


在 本 节 的 阅读 材 
料 中 将 说 明 简 谐 运动 
中 物 


体 离 开平 衡 位 置 
移 关 于 时 间 的 变 


化 规律 可 以 借助 于 正 
弦 函 数 来 描述 . 


子 数 


Sin w 
与 以 
位 贺 


单位 圆 是 作 正 纺 
图 像 的 有 力 工 具 , 
就 是 角 w 的 终 边 
原点 为 圆心 的 单 
交点 的 纵 坐 标 . 


正弦 函数 的 图 像 
EU。 与 性 质 


我 们 已 经 知道 ， 任 意 一 个 给 定 的 实数 z 都 对 应 着 唯一 确定 的 
角 ( 其 弧度 数 等 于 实数 z) ， 而 这 个 角 又 对 应 着 唯一 确定 的 正弦 值 
sinz. 这 样 ， 对 于 任意 一 个 给 定 的 实数 zx， 都 有 唯一 确定 的 正 琵 
值 sn z 与 之 对 应 . 按照 这 个 对 应 关系 所 建立 的 函数 叫做 正弦 画 
数 ， 记 作 y 一 sin z. 正弦 函 数 的 定义 域 是 实数 集 R . 


攻 队 正弦 函 数 的 图 像 


对 任意 给 定 的 实数 zx， 都 有 sin (zz 十 2&r) 一 sin，AGEZ. 
这 说 明 当 z 的 值 增 加 或 减少 2 的 整数 倍 时 ，sin z 的 值 会 重复 出 
现 . 因此 ， 只 要 作出 正 艾 函数 > 一 sin 在 区 间 [0,2rj 上 的 图 像 ， 
就 可 以 得 到 正弦 函数 在 R 上 的 图 像 . 

下 面 ， 我 们 结合 单位 圆 ， 利 用 描 点 法 作 > 一 sin z 的 大 致 图 像 . 

为 了 摘出 >= 王 sin z 图 像 上 的 某 个 点 Ma,sin wa)， 先 在 平面 
直角 坐标 系 的 轴 上 任 取 一 点 O1， 以 点 O1 为 圆心 的 单位 圆 与 > 
轴 有 两 个 交点 ， 其 中 右边 的 一 个 交点 记 作 A (图 7-1-1). 设 忆 是 
此 单位 圆 上 一 点 ，AOiP=a， 作 PQ 垂直 于 zz 轴 ， 其 垂 足 为 
Q. 对 比 以 坐标 原点 O 为 圆心 的 单位 圆 中 角 wa 的 终 边 与 单位 圆 的 
交点 ， 可 知 点 忆 的 纵 坐 标 为 snw， 而 QP 的 长 是 |sna|. 在 二 
轴 上 取 点 Na,0)， 将 线段 QP 平移 至 NM 的 位 置 使 点 Q 与 点 N 
重合 ， 从 而 点 M 的 坐标 为 (asina)， 这 样 就 得 到 了 函数 
y 一 sinz 图 像 上 的 一 点 M. 


7-1-1 


随 着 x 的 变化 ， 可 以 得 到 困 数 > 一 sinz 图 像 上 的 其 他 点 . 
方便 起 见 ， 我 们 先 将 单位 圆 Oi 分 为 12 等 份 (等 份 数 越 多 ， 


式 式 


作出 的 图 像 越 精 确 )， 使 得 角 < 的 弧度 数 依次 取 0、5、、 也 、 


7.1 正弦 函数 的 图 像 与 性 质 


…、2r， 再 借助 圆 O， 得 到 对 应 的 纵 坐 标 ， 依 次 作出 函数 


y=sin 过 图 像 上 的 点 (0, sin 0)、 攻 Sin 人 0 Sin 


(sin 了 了)、… 、(2x,sin 2z)， 用 光滑 的 曲线 将 这 些 点 连接 起 
来 ， 就 得 到 正弦 函数 y 王 sn 过 ，ZzEL0,2r] 的 大 致 图 像 (图 7 一 1-2). 


y=Sinx,XYEG[0,2T] 


图 7-1-2 


因为 sn (zz 十 2&r) 一 Sin， REZ， 所 以 函数 y 王 Sin 过 当 
ZE[2r,4r|，zEL4r,6r| ，… 时 的 图 像 与 >“ 王 sin 过 ， 过 EL0,2r 
的 图 像 形状 完全 一 样 ， 只 需 将 后 者 向 右 平移 2r、4r、… 就 可 得 
到 同样， 函数 ysinz 当 zEL 一 2r,0]，zE[ 一 4r, 一 2r]，… 
时 的 图 像 与 >“ 一 sin 过 ，zE[0,2r] 的 图 像 形 状 也 完全 一 样 ， 只 需 
将 后 者 向 左 平移 2r、4r、… 就 可 得 到 . 这 样 ， 台 可 以 得 到 函数 
y 一 sinzz 的 图 像 (图 7-1-3). 正弦 函数 > 一 sinz 的 图 像 通常 称 为 
正弦 曲线 . 


y= 一 Sin Y,XER 


图 7-1-3 
从 图 7 一 并 一 2 可 知 ， (0,0)、 人 (CT, 0)、 ( 莹 , 一 1) 和 
(2r,0) 是 函数 > 一 sinz，zE[L0,2zx] 图 像 的 五 个 关键 点 . 我 们 描 
出 这 五 个 点 ， 并 用 光滑 的 曲线 将 它们 连接 起 来 ， 就 得 到 函 数 > 三 
sin，ZzE[0,2r | 的 大 致 图像 (图 7-1-4). 


Jf ， y=sin x,xEG[0,2] 


图 7-1-4 


9 


三 角 函 数 


这 种 通过 五 个 关键 点 作出 正 引 函 数 大 致 图 像 的 方法 ， 通 篆 称 
为 "五 点 ( 作 图 ) 法 ” 
已 硬 于 ”用 ”五 点 法 ”作出 函数 >= 王 1 一 snz，zEL0,2r 的 
大 致 图 像 ， 并 写 出 使 得 > 和 1 的 的 取 值 范围 . 
解 ”将 五 个 关键 点 列表 ( 表 7-1) 如 下 : 


表 7-1 


描 点 并 用 光滑 曲线 把 它们 连接 起 来 ， 就 得 到 y 王 1 一 sinZ， 
ZEL0,2rj 的 大 致 图 像 ( 图 7-1-5)， 


权 y= 一 1 一 Sin X%,XYE[0,2z] 
观 祭 图 7=1=5， 函 


数 y 一 一 Sin 过 的 图 像 


三 机 证 二 前 有 汪 的 图 作 
有 怎样 的 关系 ? 


yy 一 一 Sin X,XYG[0,2r] 


7-1-$ 


作出 函数 y= 王 1 的 图 像 ， 如 图 7-1-5 所 示 . 由 图 可 知 ， 使 得 
y<1 的 z 的 取 值 范围 是 (0,m). 


ED 一 


1. 作出 函数 y 王 sin 工 ，ZE| 一 rr,T 的 大 致 图 像 . 


2. 作出 函数 y 一 一 sin x， ZEL0,2r | 的 大 致 图像 ， 并 分 别 写 出 使 得 > 二 0 和 y<<0 的 


的 取 值 范围 . 
3. 在 同一 平面 直角 坐标 系 中 作出 y= 王 sin 和 y 一 SinZ 十 2 的 大 致 图像， 并 说 明 它 们 之 
间 的 关系 . 


巧 示 正弦 本 数 的 性 质 


根据 正弦 旺 数 的 定义 及 图 像 ， 可 以 得 到 它 具 有 如 下 主要 的 
性 质 . 
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(1) 周期 性 


由 正 弱 曲线 (图 7-1-3) 可 知 ， 正 弱 函 数 的 值 随 着 自 变量 的 变 
化 呈现 出 周期 性 的 变化 . 这 种 "周而复始 ”的 变化 规律 可 以 用 数学 
式 子 表示 为 

Sin (过 十 2r) 一 Sin 工 . 

正弦 了 王 数 的 这 种 性 质 称 为 周期 性 . 这 样 ， 知 记 Fz)=sinZ， 则 
对 任意 给 定 的 实数 zx， 都 有 /z 十 2r) 三 太 zz).， 一 般 地 ， 如 何 用 
数学 语言 来 描述 一 个 函数 的 周期 性 呢 ? 

定义 ”对 于 本 数 y>=Az)， 如 果 存 在 一 个 非 零 常 数 工 ， 使 
得 当 z 取 其 定义 域 忆 中 的 任意 值 时 ， 有 z 十 工 E 万 ， 且 成 立 

大 zz 十 IT) 一 太 z)， 

那么 函数 >= 太 Cz) 就 叫做 周期 函数 (periodic function) ， 而 这 个 
非 零 名 数 工 就 叫做 函数 y=Fz) 的 一 个 周期 (period)， 

对 于 一 个 周期 函数 >= 王 CCz)， 如 果 在 它 的 所 有 周期 中 存在 
一 个 最 小 正 数 ， 那 么 这 个 最 小 正 数 就 叫做 函数 >= 记 z) 的 最 小 
正 周期 ， 

因为 对 任意 给 定 的 实数 z， 都 有 sin (zz 十 2&r) 一 Sin Z， 
&EZ， 由 周期 图 数 的 定义 ， 正 弦 丽 数 > 一 sinz 是 周期 郴 数 ， 而 
2&r(REZ，& 和 天 0) 均 是 它 的 周期 . 可 以 证 明 ，2x 是 它 的 最 小 正 周 
期 . 事实 上 ， 和 若 定 义 域 为 了 的 函数 >= 六 zz) 具有 正 周期 工 ， 由 于 
对 此 函数 定义 域 中 任意 给 定 的 实数 zx， 总 成 立 fz 十 T)= 太 zz)， 
因此 函数 y>= 王 /zxz 十 荆 ) 与 函数 y= 王 六 xz) 必 具有 完全 相同 的 图 像 . 
换 而 言 之 ， 将 函数 >= 王 Az) 的 图 像 各 左 平移 工 个 长 度 单位 ， 所 
得 图 像 与 > 三 大 Cz) 原 来 的 图 像 必 完全 重合 . 对 于 正 弦 本 数 


y 一 sinz， 对 任何 给 定 的 T (0 一 人 一 2 ， 因 为 sin (了 十 IT = 


cosT 夭 1， 即 sin (全 | 部 : 所 以 y 一 sin (z 十 T) 的 图 像 与 
y= 一 sinz 的 图 像 绝 不 会 相同 . 这 说 明正 弱 函 数 绝 不 会 有 小 于 2x 的 
正 周 期 ， 从 而 其 最 小 正 周期 为 2r. 

求 下 列 函 数 一 /xz) 的 最 小 正 周期 ; 

(1) 太 z) 王 Sin 37; 


(2) FCz) 一 2 sin ( 一 本 十 开 ). 


解 (1) 因为 对 于 函数 > 一 sin 3z 的 定义 域 RR 内 任意 给 定 的 
实数 工 ， 有 


7.1 


正弦 函数 的 图 像 与 性 质 


6 ] 


三 角 函 数 


当 画 数 y 三 
Asin (wz 十 P) 中 w 为 


负数 时 ， 可 用 诱导 公 
式 把 由 化 为 正 数 (参见 
例 2(2)). 
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太 Cz) 一 Sin 37z 一 Sin(3Z 十 2r) 
一 Sin 3(z 十 灾 ) = jz 十 ) ， 


2 区 


所 以 少林 证 是 函数 >= 王 sin 3z 的 一 个 正 周 期 . 


2 
此 外 ， 写 也 是 函数 > 一 sin 3z 的 最 小 正 周期 事实 上 ， 令 
1 一 3Zz，y 一 sin 3z 可 改写 为 y 一 sin 上 ， 其 以 上 为 自 变量 的 最 小 正 
周期 为 2r. 返回 到 zx 变量 ， 因 z 一 5， 故 y 一 sin 3z 的 最 小 正 周 


、 2 
期 为 2 


(2) 因为 对 于 函数 y 一 2 sin { 一 子 z 十 王 ) 的 定义 域 R 内 任意 
给 定 的 实数 ， 有 


三 zZD) 一 一 2 sin (二 xz- 一) 
/1 
二 二 和 5 
一 一 2 Sin 攻 ( 工 十 47) 


-2sin | (zx 4 区 ) 
一 三 (并 十 47) ， 


所 以 4r 是 函数 > 一 2 sin ( 5 了 ) 的 个 正 周 期 . 


EN z 十 芝 ) 的 最 小 正 周期 , 事实 
上 ， 令 夺 了 7 一 却 ， 原 来 的 图 数 可 改写 为 y 王 2 sin (一 已 二 一 2 sin t， 


其 以 ; 为 自 变量 的 最 小 正 周期 为 2x 返回 到 > 变量 ， 因 一 尺 十 节 ， 
故 原来 函数 的 最 小 正 周期 为 4 
一 般 地 ， 困 数 > 一 Asin (wz 十 P)，ZER( 其 中 A、w、9 为 


RAR 


今后 ， 我 们 可 以 直接 使 用 这 个 结果 来 求 这 类 函数 的 最 小 正 
周期 ， 


7.1 正弦 函数 的 图 像 与 性 质 


轩 国 已 知 两 数 > 一 sin ( 刀 十 本)( 其 中 常数 & 尖 0) 的 最 小 
正 周期 是 2， 求 & 的 值 
解 当 &>>0 时， 函数 y 一 sin { 们 十 于) 的 最 小 正 周期 为 


。 
T= 元 =2， 由 此 解 得 人 一 


当 &<0 时 ， 一 >0， 函 数 y 一 sn (好 - 全 sin ( 一 妇 | 


其 最 小 正 周期 为 工 = -一 2， 由 此 解 得 人 一 一 
所 以 ，A 的 值 为 十 


7 2 
对 于 函数 y 一 sin rz， 当 zx 一 到 时 ，sin (xz 十 2) 一 


CO 


加 本 2 
inz 能 否 成 立 ? 如 果 成 立 ， 那 么 5 是 不 是 y 一 sin z 的 周期 ? 为 


什么 ? 
7 元 
解 当 z= 一 和 时 ， 
全) ， 必 11xr 国 卫 1 
sin \Z 十 本 ) 一 sin 5 二 了) 一 sn 一 sn 一 一 >， 
7T 元 由 
sn 一 Sin 一 一 了 


故 当 xz 一 公 时 ， sin ({z 十 荆 ] 一 sinz 成 立 . 
儿 2 
但 是 ， 写 不 是 y= 一 sinyz 的 周期 . 事实 上 ，sin [| 一 
sin z 并 不 是 对 本 数 y>=sin z 的 定义 域 中 一 切 给 定 的 实数 z 都 成 
立 . 例如 ， 当 z 一 了 时 ， sin (xz 十 芝 )zsinz 


EE 一 


1. 求 下 列 函 数 的 最 小 正 周期 : 


] . 元 
(GD) > 一 一 sin 十 1 (站 >=3sin (3z 一 让) 


4 
2. 当 工 一 2r 十 本 (GE 力 时 ， sin(z 二 了) 一 sinz 是 否 成 立 ?9 如 果 成 立 ， 那么 了 是 不 是 


yy 一 sin 过 的 周期 ? 为 什么 ? 
3. 现实 生活 中 常 磁 到 类 似 于 周期 的 现象 . 根据 图 中 标 出 的 尺度 估算 下 列 心 电 图 的 周 
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期 . (其 中 横 轴 的 单位 是 2 ms，1 s 王 1 000 ms; 纵 轴 的 单位 是 mV) 


1000 
本 天 现 硬 现 WN 
0 


500 1000 1500 2000 2500 3000 


(第 3 题 ) 


由 于 正弦 函数 是 周期 函数 ， 因 此 研究 它 的 最 值 和 单调 性 等 性 
质 时 ， 都 可 以 在 长 度 为 一 个 周期 的 区 间 上 进行 . 


(2) 值 域 与 最 值 


设 角 z 的 终 边 与 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 交 于 点 书 ( 图 7-1-6)， 
点 三 的 坐标 为 (w,zD. 由 正弦 的 定义 ，sin 之 =， 于 是 有 |sinx| 
王 |z| 委 1. 


角 x 的 终 边 


图 7-1-6 
因此 ， 正 弦 函 数 y=sinz，ZzER 的 值 工 为 [一 1,1]， 其 最 大 
值 为 1， 最 小 值 为 一 1. 
考虑 到 正弦 函数 > 一 sin z 的 最 小 正 周期 为 2r， 因 此 只 需 选 
择 一 个 长 度 为 2r 的 合适 的 区 间 来 研究 其 最 大 值 与 最 小 值 . 取 此 


区 间 为 [0,2z). 在 [0,2r) 上 ， 当 上 且 仅 当 z 一 时 ，y 一 sin z 取得 


最 大 值 1， 当 是 仅 当 zx 一 闻 时 ，y 一 sin z 取得 最 小 值 一 1 
由 于 正弦 函数 >= 王 snz，>zER 的 最 小 正 周期 是 2r， 因 此 
当 且 仅 当 z 一 24x 十 二 ，&EZ 时 ，y 一 sin z 取得 最 大 值 1， 当 上 且 


3 2 日 畦 
仅 当 z 一 2x 十 莹 ，AEZ 时 ，y 一 sin z 取得 最 小 值 一 1. 


@@ 国 求 下 列 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 并 求 出 取得 最 大 值 
和 最 小 值 时 所 有 z 的 值 ; 


(1) y 一 一 2 Sin 人 


7.1 


(2) y 一 sin 工 十 V3 cos 工 ; 

(3) yy 一 Sin2z 一 Sin 工 ; 

(4) y 一 sin2z 十 2V3 sin zcos 垃 十 3 cos27. 

解 (1) 令 令 x 一 3z 十 本 ， 由 二 ER， 得“ 能 取 遍 所 有 实数 ， 


因为 y 王 sin x， 2 ER 的 披 必 大 值 是 1， 最 小 值 是 一 1， 所 以 二 
一 2 snx，wLER 的 最 大 值 是 2， 最 小 值 是 一 


当 y 王 一 2 sinx 取得 最 大 值 2 时 ， 5 一 2kx 十 > 人 即 


工 3 元 2R 区 
37 十 可 一 2RT 二 (REZ)，2Z 一 5 | 3 (EDZ， 


工 工 2RT 区 
37 十 本 一 余 T 十 记 (REZ)，Z 一 3 是 民 (REZ). 


(2) y 一 sin 过 十 V3 cos 


写 中 5 Sin 工 二 


3 
2 cos 工 | 
一 2 sin (z 十 了 ). 
因为 一 2<2 sin (xz 十 下) 入 2， 所 以 y 的 最 大 值 是 2， 此 时 
工 下 
十 可 一 余下 十 有 (REZ)， 


即 工 一 2tr 十 二 [二 2 
而 y 的 最 小 值 是 一 2， 此 时 
5 一 2kx 十 芝 ~ (GEZ)， 


即 一 2 十 EC ZD). 


(3) 令 上 =sinz， 由 EGR， 得 26E 1,1]， 则 


y 一 万 | 5 1，tE 1 ,1 |. 


2 
、 3 二 1 
因为 一 1<e<1 时 ， 一 了 < 一 于 < 所 以 0<(* 一 了 ) 苹 
9 ] 1\ 2 1 
， 从 而 -St 一 3 一 1 


正弦 函数 的 图 像 与 性 质 
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] 3 


于 是 ， y 的 最 大 值 是 2， 此 时 “上 D 2 ， 全 一 即 


simn 工 一 一 |， xz 一 2hx 十 芝 (REZD); 


而 y 的 最 小 值 是 一 二， 此 时 人 


本 工 一 2&T 十 或 二 xx 十 人 


(4) y 一 sin2zr 十 2V3 sin zecos 过 十 3 cos2 垃 
一 (sin2Z 十 cos2z) 十 V3 sin 27z 十 (2 cos27 一 1) 十 1 
一 V3 Sin 2 十 cos 2 过 十 2 


Sln 工 一 


-但 有 2z 十 训 2zj 十 ? 
三 I (人 


因为 一 2<2 sin ( 2z 十 二 ) 过 2， 所 以 y 的 最 大 值 是 4， 此 时 


2z 十 寺 一 2kx 十 了 (REZ)， 即 一 Ar 十 五 CEZ); 而 > 的 最 小 


值 是 0， 有 于 全 下 一 2kz 十 荆 (REZ)， 即 工 一 kx 二 (RE 
在 现实 生活 中 ,我 们 常常 会 碰 到 合理 下 料 、 最 优 设计 等 方面 的 
问题 ， 通 过 建立 三 角 函 数 异型 求 最 值 是 其 中 一 种 解决 问题 的 方法 . 
也 C 全国 ”加 图 7-1-7， 在 一 个 半径 为 " 的 半圆 形 铁 板 中 ， 截 
第 -天 取 一 块 矩 形 ABCD， 使 得 矩形 的 顶点 A、B 在 半圆 的 直径 上 ， 
2 C、D 在 半圆 弧 上 . 问 ， 如 何 截取 矩形 ABCD， 使 其 面积 达到 最 
大 值 ? 并 求 出 这 个 最 大 值 . 


解 连接 OC, 设 人 COB=z，zE(0, 了 )， 矩形 ABCD 的 


面积 为 y>， 则 AB=2r cos 过 ，BC=r sin 工 ， 而 
yy 一 ADB 。， BC 


一 21 coOS 过 。7- Sin 并 


一 ”sin 2>7， 二 | 呈 ) 


由 此 可 知 ， 当 且 仅 当 5 | 叶 和 矩形 ABCD 的 面积 y 有 最 大 


值 。 因 此 ， 在 半圆 形 铁 板 中 应 


时 移 形 ABCD 的 面积 达到 最 大 值 盖 
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7.1 正弦 函数 的 图 像 与 性 质 


1. 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 ， 

> 一 sin (z 十 避 ) (2) y 一 2amz. 

2. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 与 最 小 值 ; 

- 开 

1 > 一 一 5 二 sin ( 2z 十 二) 

(2) y 一 cos2z 十 2sin 工 ; 

(3) y 一 2 sin 工 。cos 工 一 V3 cos2 工 十 V3 sin27， 

3. 如 图 ， 短 形 ABCD 的 四 个 顶点 分 别 在 和 矩 形 AiBiCiDi 的 
四 条 边 上 ，AB =<，BC 王 0. 如 果 AB 与 Ai,Bi 的 夹 角 为 w， 那 
么 当 w 取 何 值 时 ， 天 形 A,B,CD; 的 周 长 最 大 ? (第 3 题 ) 


(3) 奇偶 性 


对 任意 给 定 的 zER， 等 式 sn (一 z) 王 一 sn 都 成 立 ， 因 
we 
中 心 对 称 . 

人 网 判 煌 下 列 函数 ,一 />z) 的 奇偶 性 ， 并 说 明理 由 : 

(1) FCz) 一 sin | 工 |; 


(所 克 二 三 (二 


二 7Cz)=sin(z 一 卫 ). 


解 〈]1) 因为 函数 y 王 sin |z| 的 定义 域 为 了 ， 对 于 任意 给 定 
的 二 ER， 
太一 Z) 一 sin | 一 z| 一 sin |z| 王 帮 zz)， 
所 以 y 一 sin | 工 | 是 一 个 偶 函 数 ， 


(2) 因为 函数 > 一 sin (xz 十 3 ) 的 定义 域 为 R， 对 于 任意 给 定 
的 工人 及 ， 
机 ER [| 


-Ce 


一 Sin | 一 三 (zz)， 
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三 角 函 数 


在 4 图 国 7E TIEO 是 让 二 
因为 在 单位 圆 上 ， 当 


有 喜人 


时 ， 点 王 的 纵 坐 标志 
| 必 生 外 二 到 人 本 拓 
STRE 一 忆 汪 和 方 几 尺 硬 S 用 二 


的 值 由 一 增 大 到 1. 


所 以 > 一 sin {z 十 了 ) 是 一 个 偶 函 数 . 


(3) 注意 到 央 二 | 一 Sin (一 了 ) 二 一 5 


几 [二 )=sin 全 了 | 一 sin 0 一 0， 因为 


人 


所 以 > 一 sin (zx 一 工 ) 既 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 . 


(4) 单调 性 


由 于 正弦 函数 是 以 2r 为 最 小 正 周期 的 周期 函数 ， 因 此 在 研 
究 它 的 单调 区 间 时 ， 只 需 选 择 一 个 长 度 为 2r 的 合适 的 区 间 进 行 


考察 . 方便 起 见 ， 我 们 可 以 在 | 一 3 一 .池上 研究 正 引 本 数 一 sinx 
的 单调 性 . 


7-1-8 


观察 函数 ,一 sin z， ze | 一 3 亚 | 的 图 像 (图 7-1.8)， 可 以 看 
到 ， 当 z 由 一 3 增 大 到 时， 曲线 上 升 ，sin xz 的 值 随 着 x 的 增 大 


而 增 大 ， 由 一 1 增 大 到 1， 而 当 x 由 于 增 大 到 茎 时 ， 曲 线 下 降 ， 
sin xz 的 值 随 着 x 的 增 大 而 减 小 , 由 1 
这 就 是 说 ， 正 弦 函 数 ?一 snz 在 | 一 2， | 上 是 严格 增 函 数 ; 


在 | 汉 | 上 是 严格 减 了 数 . 
由 于 正弦 函数 > 一 sin z 的 最 小 正 周期 是 2r*， 因 此 正 区 函数 
,2 2 CEE Z) 上 是 严格 增 函 数 ， 在 


yy 一 Sin 在 px 一 7 


px 上 于，28- 阐 (KEZ) 上 是 严格 减 函数 . 


7.1 正弦 函数 的 图 像 与 性 质 


人 @@g 国 ”利用 函数 的 单调 性 ， 比 较 下 列 各 组 数 的 大 小 : 


(1) 和 


四 


人 
(2) Sin 7 村 量 8 


7 2 . 
解 (1) 因为 一 们 一 还 一 关上 且 正 弦 函 数 一 sin x 


在 区 加 上 是 严格 减 函 数 ， 所 以 sin 了 一 sin 乞 


(可 sin “一 sin (6r 二 一 sin 开 ， 
sin { 党 )=sn( 6r 二 8) 一 sin 
因为 一 节 << 开 < 于 < 到 ， ee 三 | 下 
是 严格 增 函数 ， 所 以 sin = >sin 8 ， 即 站 >sin (一 人) 


人 @@ 国 1) 求 西数 ,=sin (lz 二 7) 的 单调 减 区间 ， 


(2) 求 函 数 y 一 2 sin | 一 2z 十 5)，zE (一 mr0] 的 单调 增 区 间 ， 


解 (1) 令 v 一 三 ， 则 原来 的 函数 可 改写 为 > 一 snvx， 且 


的 增 大 而 增 大 ， 所 以 只 需 考察 函数 "一 smv 的 


单调 减 区 间 px 3 加 (REZ)， 即 


2&T 十 一 0 <24x 二 2 2 


由 此 解 得 
2r<z 委 24r 十 r (REZ). 


此 ，y 一 sin (| 的 单调 减 区 间 为 [2&x,2&x 二 rr] (REZ)， 


(2) 因为 y> 王 2 sin 2 二 一 2 | 驴 一 起 j 所 以 
y=2 sin (一 2z 十 5) 的 单调 增 区 间 就 是 y 一 2 sin ( 2z 一 人) 的 单调 


减 区间 ， 即 2r 二 72z 一 开 <2k4x 二 2 (OAEZD).， 由 此 解 得 


6 


RT 十 二 zzr<cx 二 < GZ). 
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三 角 函 数 


又 因为 ze (一 f 0]， 考 虑 (一 mm 0] 与 jer 十 hx 到 

CEZ 的 交集 . 只 有 当 & 一 一 1 时 ， (一 mo 与 ja kx 到 
要 二 CA 2 工 
(we 的 交集 才 非 空 ， 且 其 交集 为 | 一 径 , 一 |. 


因此 ， 函数 > 一 2 sin | 2z -| 过 GE (一 r,0] 的 单调 增 区 


间 为 | 一 等 ,一 | 


ED 一 


1. 判断 下 列 函 数 的 奇偶 性 ， 并 说 明理 由 : 


(1) y 一 Sin 37; (2) y 一 |sn 过 |; 

(3) y 一 Z Sin 工 ; (4) y 一 2 sin(z 二 6) 

2. 比较 下 列 各 组 数 的 大 小 : 

(1) sin (一世 ) 和 = (2) sin 715" 和 sin (一 724?)， 


3. 求 下 列 函 数 的 单调 区 间 : 
(1) y 一 Sin 并 一 1] ; (2) y 一 一 Sin Z; 


(3) y 王 Sin [| 


国 纱 课 后 阅读 


圆周 运动 与 简 谐 运动 


一 个 质量 为 2 的 质点 绕 点 O 按 道 时 针 方向 做 勺 速 圆周 运动 . 设 
圆 的 半径 为 >， 而 质点 运动 的 角速度 为 w.， 以 圆心 O 为 坐标 原点 ， 
心 O 与 质点 的 初始 位 置 吾 的 连 线 为 zx 轴 ， 建 立 如 图 7-1-9 所 示 的 平 
面 直角 坐标 系 . 经 过 一 段 时 间 上 ， 该 质点 沿 圆周 从 点 妃 运动 到 点 
P(z,y). 由 于 OP 为 角 w 的 终 边 ， 由 正弦 和 余弦 的 定义 ， 有 


|z 一 COS CUL ， 
< 


7-1-9 


这 说 明 勺 速 圆 周 运 动 在 水 平方 向 和 竖 直 方向 的 投影 分 


Ly 一 r sin wwt. 
别 按 余弦 规律 和 正弦 规律 随时 间 : 而 变化 . 
从 物理 学 知识 知道 ， 质 点 做 匀速 圆周 运动 所 需要 的 向 心力 的 大 小 是 zzr 风 ， 方 向 指向 


7.1 正弦 函数 的 图 像 与 性 质 


圆心 . 向 心力 的 竖 直 分 力 为 己 , 一 一 zw"sin ww 一 一 2 yy 记 常数 拖 惠 了 了 出 阶 - 〇 

& 一 7  ， 就 有 下 ,= 一 Ay， 从 而 质点 所 受 合力 的 竖 直 分 力 与 竖 直 局 

位 移 成 正比 且 方 向 相反 ， 这 正和 简 谐 运动 中 质点 (如 图 7-1-10 中 图 7-1-10 
连接 在 弹簧 上 的 小 球 ) 的 受 力 情况 相仿 . 由 此 类 比 ， 我 们 知道 匀速 

圆周 运动 在 竖 直 方向 上 的 投影 就 是 一 个 简 谐 运动 ， 它 的 位 移 随 时 间 的 变化 关系 为 > 一 Asin w. 

更 一 般 地 ， 如 果 不 要 求 上 * 王 0 时 y= 王 0， 就 有 y 王 Asin (w 十 9p). 


改 涂 习题 7.1 


1. 作出 下 列 机 数 的 大 致 图 像 


(1) y 王 1 十 sn 过 ， 过 EL0,2r |]; (2) y 王 |sin 工 | ， 过 ER. 

2. 求 下 列 本 数 的 最 小 正 周期 ; 

人 R | R 
(1) yy 一 十 sin 7 了 T， 工 G 及 ; = 了 sin 


3. 已 知 函数 > 一 2 sin | 2wz 一 二 (其 中 常数 w 夭 0) 的 最 小 正 周期 为 2， 求 ， 的 值 
4. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 并 指出 使 其 取得 最 大 值 和 最 小 值 时 的 所 有 z 值 的 集合 ; 


(1) y 一 2 一 3 sn 工 ， ZE 了 R; (2) y 王 一 Sin2z 十 2 sinZ 十 2， 过 EGR; 
下 ze | | 网 

S. 判断 下 列 函 数 的 奇偶 性 ， 并 说 明理 由 : 

(G) y 一 一 2 sin zi (2) y 一 2 加工 (3) ?一 让 

6. 利用 画 比较 下 列 各 组 数 的 大 小 : 

(1) sin 荆 与 sin 1 (2) sin 了) 与 Sin 了 

7. 要 RE 

加 (2) 一 3 sin (十 十) 

8. 求 下 列 函 数 的 值 域 ; 

(1) y 王 3 sin 过 十 V3 cos 工 ; (2) y 一 sin2z 十 4 sin 过 . 


9. 求 函 数 > 一 2 sin zx 一 1 的 零点 . 


1 可 以 利用 正弦 函数 y=sin x 和 > 一 了 的 图 像 ， 并 结合 正弦 函数 的 周期 性 来 求解 不 等 
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式 sin 了 请 根据 上 述 方法 求 函 数 > 一 vV2 sinZ 一 1 的 定义 域 . 


2. 求 函 数 y=sin5 cos 三 的 单调 减 区 间 . 


3. 已 知 图 本 数 , 一 sin 2&Zz 十 coszAz (其 中 常数 &>0) 的 最 小 正 周期 为 r， 求 四 的 值 . 


| 使 


趣 下 


4 求 函 数 y 一 sin ({z 十 3]，zE | 一 全 ,三 | 的 值 域 


S. 求 函数 > 一 sintz 二 cos4z 的 最 小 正 周 期 与 最 值 . 

6. 设 半圆 O 的 直径 为 2， 而 A 为 直径 延长 线 上 的 一 点 ， 且 OA 三 2. 对 半圆 上 任意 给 
定 的 一 点 妃 ， 以 AB 为 一 边 作 等 边 三 角形 ABC， 使 AABC 和 AA4ABO 在 4AB 的 两 侧 ( 如 图 
所 示 ). 求 四 边 形 OACB 面积 的 最 大 值 ， 并 求 使 四 边 形 OACB 面积 取得 最 大 值 时 的 AOB 
的 大 小 . 


已 
二 
一 区 要 
O 4 三 沁 
(第 6 题 ) (第 7 题 ) 


7. 如 图 ， 杖 数 >=ACz)CzER) 的 图 像 由 折线 段 组 成 ， 且 当 z 取 偶 数 时 ， 对 应 的 y 的 
值 为 0， 而 当 > 取 奇 数 时 ， 对 应 的 y 的 值 为 2. 

(1) 写 出 函数 y>= 王 zxz) 的 最 小 正 周期 ; 

(2) 作出 函数 y=. 六 xz 一 1 的 图 像 . 


余弦 函数 的 图 像 
[与 性 质 


我 们 知道 ， 对 于 任意 一 个 给 定 的 实数 过， 都 有 唯一 确定 的 余 
苞 值 cos z 与 之 对 应 . 按照 这 个 对 应 关系 所 建立 的 函数 叫做 余弦 
函数 ， 记 作 > 一 cos z. 余弦 函数 的 定义 域 是 实数 集 及 . 


国共 余弦 函数 的 图 像 


怎样 作 余弦 函数 > 一 cos z 的 图 像 呢 ? 
当然 ， 我 们 可 以 像 对 正弦 函数 > 一 sin z 一 样 ， 把 任意 角 > 
的 余弦 值 cos z 用 角 的 终 边 与 单位 圆 的 交点 的 横 坐 标 表 示 ， 用 描 
点 法 作出 余弦 函数 的 图 像 . 
但 是 ， 由 于 已 经 知道 了 正弦 明 数 > 一 sinz 的 图 像 ， 我 们 可 
以 简便 地 利用 余弦 函数 与 正弦 函数 的 关系 来 作出 余弦 函数 的 图 


像 . 事实 上 ， 由 于 cosz 一 sin (zx 十 字 ) 对 任意 的 xER 都 成 立 ， 


此 余 苞 函数 > 一 cosz 与 函数 y 一 sin (十 球 } 是 同一 个 函数 ， 从 而 


它们 的 图 像 相 同 . 由 于 将 正 引 函 数 > 一 sin z 的 图 像 向 左 平移 7 就 


得 到 函数 y 一 sin {z 十 过 ) 的 图 像 ， 即 y 一 cosz 的 图 像 (图 7-2-1)， 
余 引 函 数 的 图 像 通常 称 为 余弦 曲线 


?7 一 COSX,XER 


图 7-2-1 
观察 余弦 函数 的 图 像 ， 并 对 比 正弦 曲线 ， 可 知 余弦 曲线 在 区 
上 的 五 个 关键 点 的 坐标 是 (0,1)、( 了 ,0) 、(r' 一 1)、 


间 [0 ,2 


惨 


7.2 


余弦 函数 的 图 像 与 性 质 


如 图 ， 拨 动弹 簧 
片 后 ， 弹 簧 片 端点 离 


开平 衡 位 置 的 位 移 $ 
随时 间 Lz 呈 余 弦 曲 线 
的 变化 规律 . 


三 角 函 数 


(到 9、 下 


巷 示 余弦 函数 的 性 质 


利用 余弦 函数 > 二 cos z 与 正弦 函数 > 一 sin z 的 关系 cos 一 
sin (xz 十 款 } ， 由 正 弱 函数 的 性 质 就 容易 推出 余弦 函数 的 性 质 ， 


(1) 余 艾 函数 > 一 cosz 是 周期 函数 ，2&r (REGEZ，& 尖 0) 均 
是 它 的 周期 ， 而 2r 是 它 的 最 小 正 周 期 . 

(2) 余 获 函数 > 一 cosz 的 值 域 是 [一 1,1]. 

当 且 仅 当 z 王 2r (REZ) 时 ，y 王 cosZ 取得 最 大 值 1 而 当 
且 仅 当 =2&r 十 (REGEZ) 时 ，y 一 cos 过 取得 最 小 值 一 |. 

(3) 余弦 困 数 y= 王 cos z 是 偶 困 数 ， 其 图 像 关于 y 轴 对 称 . 

(4) 余弦 函数 > 一 cos z 在 区 间 [2&r 一 r,2Rrj] (REZ) 上 是 严 
格 增 函 数 ， 而 在 区 间 L2&r,2&r 二 xj CREZ) 上 是 严格 减 函 数 . 

人 @@ 国 求 下 列 函 数 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 并 求 出 取得 最 大 值 
和 最 小 值 时 所 有 z 的 值 : 

(1) y 一 cos2z 一 4cosZ 十 1， 工 GR; 


(2) ?一 cos 本 ， ze | | 
解 (1) 今 上 一 cos 工 ， 则 
yy 一 弓 一 和 代 十 1 一 (一 2 一 3，iEL 一 1,11|. 
当 一 1] 委 才 1 时， 有 一 3 志 :一 2 委 一 1， 从 而 1] 委 (一 2 过 9， 
于 是 一 2 和 甩 (人 一 2) 一 3 委 6. 
这 样 ，y 的 最 大 值 是 6， 此 时 :一 2 二 一 3，: 一 一 1， 即 
cos 工 一 一 1， 工 一 2RT 二 TCREZ); 
而 y 的 最 小 值 是 一 2， 此 时 :一 2 一 一 1，: 一 1， 即 
cos 工 二 1，Z 一 2RT (REZ). 


(2) 令 w 一 与 ， 风 
一 cOS 1 
4 区 区 2 郊 “ 雹 2 元 元 
由 对 一 等 ,到 | ， 有 一 了 委 7 到 本， 即 x GE 一 至 , 开 |. 


由 余弦 丽 数 的 性 质 可 知 ，y 一 cos x 在 区 间 | 一 茎 ,0| 上 是 严 
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7.2 余弦 函数 的 图 像 与 性 质 


格 增 函 数 ， 而 在 |0, 开 | 上 是 严格 减 丽 数 
又 因为 


2 1 
cos | 了 ) 一 cos 3 一 一 7， cos 0 一 1， cos 本 = 呆 ， 


所 以 y 的 最 大 值 是 1， 此 时 “一 0， 即 与 ==0， 从 而 x 一 0;y 的 最 


] 2 2 
小 值 是 一 >， 此 时 2 一 本 即 与 一 一 从 而 zx 一 一世 
困 盖 求 函 数 ,一 2 cos (2z 一 了) 的 最 小 正 周期 及 单调 增 
区 间 ， 
解 因为 


2 coSs [| 一 2 Sin (2 一 
一 2 Sin ( 写 二 | 5 
而 y = 2 sin ( 2z 十 开 ) 的 最 小 正 周期 是 于 = x， 所 以 函数 
?一 2 cos (2x 一 二 ) 的 最 小 正 周期 是 


由 余弦 函数 的 单调 性 可 知 ， 当 2&r 一 r 迄 27z 一 二 所 2Rx 


ss 
3 


(REZ)， 即 Ar 一 和 函数 y 一 


光 
3 
式 


2cos (2z 一 了 ) 是 严格 增 函 数 ， 即 此 函数 的 单调 增 区 间 是 


巴 了 ,kx 汪 全 下 2， 


CE- 一 


1. 已 知 函 数 y 一 cos( wz 十 寺 ]( 其 中 常数 w>>0) 的 最 小 正 周期 为 4r， 求 w 的 值 
2. 判断 下 列 函 数 的 奇偶 性 ， 并 说 明理 由 : 


gl 体 未 
〈1) y 王 Z cos 工 ; 〈2) 人 
cOS 
《3) 才 ， 一 间 阐 部 
呈 尼 区 总 s 
3. 求 函 数 y 一 2 cos ( 一 寺 ) 的 最 小 正 周期 及 单调 区 间 . 
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区 》 习题 7.2 


1. 作出 下 列 机 数 的 大 致 图 像 


(1) y 王 2 cos 工 一 1，ZG[L0,2r]; (2) y 王 |cos 芝 | ，ZEGR. 
2. 求 下 列 函 数 的 最 小 正 周 期 ; 
(]) ?一 cos 三 ; 《2) y 一 2 一 全 | 
3. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 并 指出 使 其 取得 最 大 值 和 最 小 值 时 z 的 集合 : 
(1) > 一 39 2 ， 工 ER; (2) y 王 cos 过 一 Sin2 过 ， 过 G 耻 . 
4. 判断 下 列 函 数 的 奇偶 性 ， 并 说 明理 由 : 
(1) y 一 Sin2 过 十 cos 工 ; (2) y 一 2 Sin 工 十 cos 27; 
工 
> 1] 十 cosr 


5 求 函 数 ,一 cos 2z，xE | 一 全 ,全 | 的 单调 区 间 和 值 域 


1. 函数 ?一 1 一 2 sinz(z 一 十) 是 ( ) 
A. 最 小 正 周期 为 的 奇 函 数 ; B. 最 小 正 周期 为 x 的 偶 函数 ; 
C. 最 小 正 周期 为 3 的 奇 函数 ; D, 最 小 正 周期 为 3 的 偶 函 数 . 


惨 


2. 设 函 数 y 一 sin [三 十 ?】( 其 中 常数 PE [0, 阅 ) 是 R 上 的 偶 函 数 ， 求 P 的 值 
3. 已 知 y 一 sinz 和 一 cosz 的 图 像 的 连续 三 个 交点 4、 下 、C 构成 AABC,， 求 
和 AAA4ABC 的 面积 . 
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7.3 


函数 =Asin (oOx+g) 
的 图 像 


在 现实 生活 中 ,我们 知道 钟表 分 针 的 转动 具有 周期 现象 ， 怎 
样 用 函数 来 描述 这 种 周期 现象 呢 ? 

如 图 7-3-1， 假 设 分 针 的 旋转 中 心 到 针尖 未 端的 长 度 为 A， 
设 :一 0 分 时 ， 分 针 针 尖 指 向 点 Pu， 随 着 上 的 增加 ， 分 针 沿 顺 时 
针 方 向 走动 ， 设 经 过 : 分 钟 ， 针 尖 指 向 点 已 

以 分 针 的 旋转 中 心 为 坐标 原点 ， 建 立 如 图 7-3-1 所 示 的 平面 
直角 坐标 系 . 设 指向 点 忆 的 针尖 末端 对 应 的 点 的 纵 坐标 为 *， 因 
为 分 针 每 分 钟 旋转 a5 度 ， 所 以 针尖 未 端 对 应 的 点 在 角 一 50t 十 二 
(弧度 ) 的 终 边 上 ， 从 而 其 纵 坐标 y 关于 时 间 : 变化 的 函数 关系 为 


y 一 A sin 人 
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| RE 
30 6/ 一 


在 物理 学 和 工程 技术 的 许多 问题 中 ， 经 常 也 会 遇 到 形 如 
y 一 Asin (wz 十 gp) 的 函数 (其 中 A、w、9 均 是 常数 )、 例 如 ， 物 
体 做 简 谐 运动 (如 单 摆 或 弹簧 的 振动 ) 的 过 程 中 ， 物 体 离开 平衡 位 
置 的 位 移 y 与 时 间 x 的 关系 为 

y 一 Asin (wz 十 P)(A 二 0，w>0). 

上 上 式 中 ，A 是 物体 振动 时 离开 平衡 位 置 的 最 大 距离 ， 称 为 该 
振动 的 振幅 (amplitudej，A 越 大 ， 振 动 的 幅度 越 大 

单 摆 或 弹 答 往 复 振动 一 次 所 需 的 时 间 工 一 他称 为 该 振动 的 
周期 ( 即 前 面 所 说 的 最 小 正 周期 )，w 越 大 ， 振 动 的 周期 越 小 

在 单位 时 间 内 振动 的 次 数 /一 工 一 包 称 为 该 振动 的 频率 
(frequency)， 而 w 王 2rx 广 相应 地 称 为 圆 频率 . w 越 大 ， 振 动 的 频 
率 越 大 . 

wz 十 p 称 为 该 振动 的 相位 (phase)， 当 一 0 时 的 相位 p 称 为 
初始 相位 Cinitial phase). 

下 面 ， 我 们 借助 于 计算 器 (机 ) 来 探讨 A、w、o9 的 变化 对 函 
数 y 王 Asin (wz 十 P)(A>0，w>0) 图 像 的 影响 . 


,十 co). 


函数 ， = Asin (ox +9) 的 图 像 


弹簧 下 端 挂 着 硅 
:志恒 国 避 攻 2 2/ 清二 从 
工 一 0 时 刻 开 始 ， 每 间 
隔 一 小 段 时 间 ( 如 
0.1 S) 给 弹簧 和 砖 码 拍 
一 张 照片 ， 并 按时 间 
顺序 ， 将 弹簧 顶端 对 
齐 排 成 一 列 得 到 
图 同人 3 二 


7-3-2 


若 函 数 
y 王 Asin (wz 十 9P) 


中 人 A<0 或 w<0， 我 
们 可 以 用 诱导 公式 将 
它 化 为 A 达 0 且 四 达 0. 


学 
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当 函 数 >=Asin (wz 十 op)(A 盖 0，ow>>0) 中 的 常数 
4A、w、9 分 别 取 下 列 各 组 值 时 ， 用 计算 需 ( 机 ) 在 同一 平面 直角 
坐标 系 中 作出 它们 的 图 像 : 

(1) 4A 一 2，w 一 1，0 一 0; 

(2) 4A 一 1，w 一 2，0 一 0; 


邢 


(3) A 王 1，w 一 1，m 7 
解 ”用 计算 器 (机 ) 可 作出 相应 的 图 像 ， 如 图 7-3-3 所 示 : 


(了 二 2 条 区 


7-3-3 


把 例 1 中 的 三 个 函数 的 图 像 与 正弦 函数 > 一 sin z 的 图 像 进 
行 比较 ， 可 以 看 到 ， 当 A 增 大 时 ， 图 像 的 振幅 增 大 ;， 当 w 增 大 
时 ， 图 像 相 邻 的 两 个 零点 的 差 的 绝对 值 减 小 ， 即 周期 减 小 ;而 当 
9 增加 一 个 正 数值 时 ， 正 弦 曲 线 向 左 平移 相应 的 值 . 


我 们 已 经 知道 函数 > 王 Asin (wz 十 p)(A 盖 0，w>>0) 的 定义 
四 了 2 
域 为 R， 值 域 为 [一 A,A]， 最 小 正 周期 为 一 那么 ， 如 何 作出 函 


数 y 一 Asin (wz 十 Oo) 的 大 致 图 像 呢 ? 

我 们 可 先 用 ”五 点 法 ?作出 它 在 长 度 为 一 个 周期 的 区 间 内 的 大 
致 图 像 ， 再 向 左 、 右 不 断 平 移 ， 就 可 以 得 到 函 数 > 一 Asin (wz 十 O) 
的 大 致 图 像 . 


作出 函数 > 一 3 sin ( 2z 十 寺 ) 的 大 致 图 像 ， 并 指出 其 
振幅 、 频 率 和 初始 相位 . 
解 ”函数 > 一 3 sin ( 2z 上 十) 的 最 小 正 周期 了 一 科 一 


红 不 区 7 区 、 仆 6 > 上 罗 
由 0 入 2z 十 才 和 27r， 可 得 一 5 入 z 三 有. 我 们 先 用 ”五 点 法 


作出 此 函数 在 区 间 | 一 他, 空 | 上 的 大 致 图 像 


令 :一 2z 十 十 ， 将 五 个 关键 点 列表 ( 表 7-2) 如 下 


7.3 


表 7-2 


描 点 并 用 光滑 曲线 把 它们 连接 起 来 . 由 于 此 数 的 周期 为 r， 


元 7 区 


我 们 可 以 把 此 函数 在 区 间 | 上 的 大 至 图像 向 左 、 右 不 断 


8 
地 平移 ， 就 可 以 得 到 > 一 3 sin ( 2z 十 工 } 的 大 致 图像 ( 图 7-3-4)， 
这 个 函数 的 振幅 为 3， 频 率 为 /一 和 一 元， 初始 相 位 为 工 


元 
y 王 3 sin (zx+ 下 


图 7-3-4 


已 知 交流 电 的 电流 强度 工 关 于 时 间 ; 的 函数 为 T= 
T Sin (wL 十 P)， 其 中 10 盖 0，w 二 0， 0<p 一 27. 根据 图 像 求 出 它 
的 周期 、 频 率 和 电流 的 最 大 值 ， 并 写 出  、w 和 9 的 值 


7-3-3 


解 由 图 像 可 以 看 出 ， 这 个 交流 电 的 周期 工 王 0.02 s， 频 率 


] ] 
.05 


一 50 Hz， 电 流 的 最 大 值 为 10 A. 


函数 7=4sin (ox +y) 的 图 像 


时 ， 相 对 应 的 点 是 作 


y 一 3 sn ( 2z+ 和 于) 
ze | 一 他, 灾 | 图 入 
的 五 个 关键 点 . 


,7 习 


三 角 函 数 


2 区 2 宛 
在 TI 一 Tsn(w 十 pp) 中 ，1 王 10，w 示 二 0 100r. 


在 例 3 中 确定 初 
相 史 时 ， 若 把 点 (0,0) 下 . 
代入 函数 表达 式 ， 得 再 把 点 ( 邢 , 10) 即 (0.005, 10) 代入 TI= sin (wt 十 P) ， 得 


Sin 2 一 0， 并 取 92=T 
这 种 做 法 对 吗 ? 为 什 开 \ 
勾 ? sin [十 虽 一 1 又 因为 0 和 甩 2 二 2r， 所 以 2 一 0. 


E3 一 一 


1. 作出 下 列 函 数 的 大 致 图 像 : 


下 区 
(D) ?一 sin (z 十 ) (2) ?一 3 sin(2z 一 了 
2. 下 列 函数 中 ， 与 函数 y 一 5 sin ( 3z 十 十) 的 图 像 形 状 相同 的 是 (  ) 
A. y 一 8 sin | 3z 十 十 ) B. y=3 sin ( 5z 十 玫 ) 
; 区 区 
(C.y 王 5 sin 3( 十 二 用 D. y 王 5 se 
3. 下 图 是 函数 y 一 Asin (wz 十 P) 的 图 像 ， 请 根据 图 中 的 信息 ， 写 出 该 图 像 的 一 个 函数 


表达 式 . 


(第 3 题 ) 
国 示 探究 与 实 眠 
潮汐 的 函数 模拟 


在 月 之 和 太阳 的 引力 作用 下 ， 海 水 水 面 发生 的 周期 性 涨 落 现象 叫做 潮汐 . 一 般 早 泣 叫 
泣 ， 晚 潮 叫 汐 . 下 面 是 某 洪 有 一 天 记录 的 调 汐 高 度 (cm) 与 相应 时 间 (b) 的 关系 表 ( 表 7-3) 和 
潮汐 曲线 图 (图 7-3-6): 


时 间 / 


潮汐 高 度 /cm 
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7.3 函数 7y=A4sin (ox+g) 的 图 像 


潮汐 高 度 /cm 
500 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2322 时间/ 
图 7-3-6 


请 根据 以 上 数据 ， 选 择 适当 的 函数 模型 ， 写 出 潮汐 高 度 y(cm) 关 于 时 间 上 (hb) 的 函数 
的 近似 表达 式 . 


医 课 后 阅读 


声音 中 的 三 角 函 数 


当 我 们 演奏 钢 琴 、 小 提 生 等 乐 问 时 ， 甚 骏 弦 振动 引起 周围 空气 的 振 劲 ， 这 些 振动 再 传 
到 我 们 的 耳膜 引起 耳膜 振动 ， 我 们 就 能 听 到 美妙 的 音乐 了 . 虽然 这 些 振动 变化 非常 复杂 ， 
但 它们 都 有 明显 的 周期 性 ， 可 以 用 三 角 枯 数 来 描述 . 

音 又 振动 产生 的 声音 是 纯音 ， 可 以 用 函数 Asin (十 9) 来 表示 ， 其 中 振幅 A 决定 音 


量 的 大 小 ， 频 率 /一 去 决 定 音 调 的 高 低 . 频率 高 的 声音 尖 利 ， 而 频率 低 的 声音 低沉 .纯音 


的 频率 固定 ， 很 简单 ， 但 它 听 起 来 非常 单调 . 
钢 邓 或 小 提 雁 等 乐器 产生 的 音 都 不 是 纯音 ， 但 它们 可 以 分 解 为 各 种 纯音 的 和 ， 其 中 频 
率 最 低 的 纯音 称 为 基 音 ， 其 他 的 称 为 泛音 . 不 同 乐 器 奏 出 同一 个 音符 时 ， 其 基 音 相同 ， 但 
泛音 各 不 相同 ， 形 成 了 乐器 的 音色 . 泛音 的 频率 是 基 音 频率 的 倍数 ， 由 微 积 分 中 的 传 里 叶 
级 数 展 开 ， 可 知 一 个 乐句 的 振动 可 以 写 为 
4 十 Aisin (wo 十 Pi) 十 Aysin (2wt 十 pz) 十 Assin (3wt 十 ps ) 十 …. 
在 音乐 会 上 ， 当 多 种 乐句 同时 演奏 时 ， 我 们 可 以 通过 泛音 来 辨别 出 不 同 乐 右 所 发 出 的 


na 


珊 


万 5 
既然 音 又 和 乐 如 发 出 的 声音 都 是 振 劲 ， 我 们 也 可 以 通过 比较 两 个 声音 的 差别 来 调 校 
乐器. 例如 ， 可 以 用 标准 音叉 来 调 准 钢 雁 某 个 键 的 发 音 . 简单 起 见 ， 设 茶 标 准 音 又 和 钢 
蕉 某 个 键 发 出 的 音量 大 小 相同 ， 即 这 两 个 振动 的 振幅 相同 ， 于 是 这 两 个 振动 可 分 别 记 作 
Asin (wii 十 pl) 和 Asin (oz 十 pz)， 其 中 ww 及 w* 分 别 为 两 者 的 圆 频 率 . 当 这 两 个 振动 合 
成 时 ， 由 和 差 化 积 公式 ， 合 成 后 的 振动 可 以 表示 为 
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82 


Asin (wiit 十 DPI1) 十 ASimn (os 十 P，) 


1 十 wy 21 十 9? CO1 CU2 本 
亲人 )eost 二 


一 2ASsin 人 


当 两 者 的 频率 很 接近 ， 即 w, 和 w; 很 接近 时 ，cos ( 宇 寺 天 :十 一 林 汪 ) 的 频率 很 低 ， 
会 产生 如 下 合成 后 的 振动 图 像 (图 7-3-7)， 


图 7-3-7 


这 时 ， 我 们 可 以 听 到 时 响 时 轻 的 拍 音 . 调整 骏 键 的 频率 直到 听 不 到 拍 音 时 ， 就 得 到 mw 
<xo; ， 这 个 键 就 校准 好 了 . 


虱 纱 习题 7.3 


1. 当 函 数 > 一 Asin (wz 十 p)(A>0，w>0) 中 的 常数 A、w、p 分 别 取 下 列 各 组 值 时 ， 
在 同一 平面 直角 坐标 系 中 分 别 作 出 它们 的 图 像 


凤 ] 
(GD) A 一 元，ow 一 1，9 一 0 (2) A 一 1，w 一 元，9 一 0 


(3) 4=1，o=1，g 一 一 了 


2. 求 函 数 一 v2 sin ( 30rz 一 巧 ) 的 振幅 、 频 率 和 初始 相位 . 


3. 已 知 某 交 流 电流 [CA) 随 时 间 !(s) 的 变化 规律 可 以 用 函数 T 一 8 sin { 100r: 一 了 )， 
*E[0, 十 co) 表 示 . 求 这 种 交流 电流 在 0.5 s 内 往复 运行 的 次 数 . 
7 
4. 作出 函数 y 一 2 sin ( 却 z 十 5 } 的 大 致 图像 


S. 如 图 ， 弹 千 挂 着 的 小 球 上 下 振动 . 设 小 球 相 对 于 平衡 位 置 ( 即 
静止 时 的 位 置 ) 的 距离 Acm) 与 时 间 :4s) 之 间 的 函数 表达 式 是 


A 一 2 sin ( 丈 十 寺 ) ，* 关 0， 作 出 这 个 函数 的 大 致 图像， 并 回答 下 列 


岂 >0 
问题 ， 和 
娓 <0 
(1) 小 球 开 始 振动 ( 即 :一 0) 时 的 位 置 在 哪里 ? 
(2) 小 球 最 高 点 和 最 低 点 与 平衡 位 置 的 距离 分 别 是 多 少 ? (第 5 题 ) 


7.3 函数 y=4sin (or +y) 的 图 像 


(3) 经 过 多 少时 间 小 球 往复 振动 一 次 ? 
(4) 每 秒 钟 小 球 往复 振动 多 少 次 ? 


1. 作出 函数 > 一 sin zx 十 V3 cos z 的 大 致 图像 . 

2. 如 图 ,已 知 国 数 > 王 Acos (wz 十 P)(A 盖 0，w>0， 
0< 2? 一 2x) 的 图 像 与 y 轴 的 交点 为 (0,1)， 并 已 知 其 在 > 轴 
右 侧 的 第 一 个 最 高 点 和 第 一 个 最 低 点 的 坐标 分 别 为 C(zo,2) 
和 (zo 十 2r, 一 2). 求 此 函数 的 表达 式 . 

3. 三 相交 流 电 的 插座 上 有 四 个 揪 孔 ， 其 电压 分 别 为 


Ui=0, Di=4sine, 记 =4Asin(we 十 区， 太 =Asin(w 二 所 )， 


其 中 ww 一 100T rad/s， 人 A 一 220V2 V. 记 UL 一 Li ， U3 一 D， [万 一 Us 的 最 大 值 分 别 为 六 、 


YY Yis 
> 2 人 邹 乡 < 日 六 一 一 es 2 
YY 、Ys， 试 计算 三 相交 流 电 的 线 电 压 的 有 效 值 万、 


83 


三 角 函 数 


图 7-4-1 
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正切 函数 的 图 像 
EC 与 性 质 


由 正切 的 定义 可 知 ， 对 于 任意 一 个 给 定 的 实数 工 ， 只 要 工 天 
Ar 十 三 (EZD)， 都 有 唯一 确定 的 正切 值 tan z 与 之 对 应 . 按照 这 
个 对 应 关系 所 建立 的 函数 叫做 正切 函数 ， 表 示 为 y 王 tan zx. 正切 
本 数 的 定义 域 是 ||zER 上 且 zzktr 王 (ED 

下 面 我 们 探讨 正切 函数 的 图 像 和 性 质 . 


攻 除 正切 函数 的 图 像 


我 们 知道 ， 正 切 值 tan wx 可 以 用 角 we 的 终 边 所 在 直线 与 直线 
Z 一 1 的 交点 的 纵 坐 标 表 示 ( 图 7-4-1). 
类 似 于 作 正 弦 函 数 图 像 的 方法 ， 利 用 单位 圆 并 结合 描 点 法 我 


们 可 以 作出 y> 一 tanz，zE (一 ，} 的 大 致 图 像 (图 7-4-2)， 


7-4-2 


因为 tan ( 工 十 Er) 一 tan z，R&EZ， 所 以 函数 >=tan 过 当 


xzE[( 工 ,)， ( 学, 亚 )， .. 时 的 图 像 与 ， 一 tan ，， 


zE[( 一 5 了) 的 图 像 形 状 一样 ， 只 需 将 后 者 图 像 的 位 置 向 右 平移 


<、2r、… 就 可 得 到 ， 同 理 ， 函 数 y 一 tanz 当 zE (一 将 ,- 工 ) ， 


7.4 正切 函数 的 图 像 与 性 质 


zE( 一 到 一 到，… 时 的 图 像 与 y 一 tanz，zE (一 他, 于) 的 图 像 


形状 也 一 样 ， 只 需 将 后 者 图 像 的 位 置 向 左 平 移 <、2r、… 就 可 得 
到 . 这 样 ， 就 可 以 得 到 函数 >= 王 tan 工 的 整个 图 像 ( 图 7-4-3). 


yy 一 tan 并 


图 7-4-3 


因为 > 王 tan 的 定义 域 是 4z|zER， 索 kr 十 5 we2 


其 图 像 由 无 穷 多 支 曲线 所 组 成 ， 它 们 被 直线 < 一 士 工 ，z 一 土 :， 


xz 一 土 亚 ， … 即 工 一 Ar 十 王 (E 所 隔 开 . 


怠 驻 正切 函数 的 性 质 


(1) 周期 性 


由 诱导 公式 tan (z 十 加 = 王 tan 过 可知 ， 正 切 函 数 是 周期 函数 ， 
&r (REZ，&A 尖 0) 均 是 它 的 周期 ，r 是 它 的 最 小 正 周期 . 


(2) 值 域 


由 正切 函数 >=tanz 的 定义 可 以 得 到 ， 正 切 函 数 y> 王 tan 
的 值 域 是 实数 集 R， 它 既 没 有 最 大 值 ， 也 没有 最 小 值 . 


(3) 奇偶 性 

由 诱导 公式 tan (一 Z) 王 一 tan 工 可 知 ， 正 切 函 数 > 王 tan 工 
是 奇 函 数 . 因此 ， 其 图 像 关 于 坐标 原点 对 称 . 
(4) 单调 性 


由 于 正切 函数 是 以 r 为 最 小 正 周期 的 函数 ， 可 以 先 在 区 间 
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( 一 子 , 子 )} 上 研究 正切 函数 的 单调 性 


对 于 区 间 ( 一 了 ,了 ) 中 的 任意 给 定 的 满足 zx; < 的 实数 
YI、 之 2， 有 


SinZy SimnZl1 


tan Z> 一 tan ZI 一 
COS 2 COS 尼 1 


Sin Zacos Z1 一 COS ZSIin Z1 


COS 立 2COS 当 1 


Sin (zy 一 1) 


COS ZacoOS 1 


由 一 了 <zi<zs< 王 ， 易 知 0<zs 一 zi<r 于 是 cos zi>>0， 
cos zz 二 0， 且 sin (zy 一 Z1) 过 0. 
由 上 式 就 有 tan zy 一 tan zl 六 0， 即 tan zy 二 tan zi， 从 而 正 


切 函数 > 一 tan xz 在 区 间 ( 一 ， 了 )} 上 是 严格 增 函 数 ， 


又 因为 正切 函数 是 以 为 最 小 正 周 期 的 周期 郴 数 ， 所 以 


正切 函数 y 一 tan z 在 区 间 ( Ar 一 ，Ar 十 了) (KEZ 上 是 严格 增 函数 


人 @@ 国 求 西 效 , 一 tan (8 二 5) 的 定义 域 和 单调 区 间 ， 


解 ”由 正切 的 定义 ， 该 函数 的 自 变 量 z 满足 并 十 二 天 有 


亏 ， 即 z 天 6& 十 1(REZ). 所 以 ， 该 函数 的 定义 域 为 
( 福 | 过 ER，7z 天 6&R 十 1，RGEZ). 


由 正切 函数 的 单调 性 可 知 ， 当 kx 一 二 王 十 村 <Ax 十 了 


伏 攻 了 肝 ， 最 盖 5 人 E 态 时 裔 数 y 一 tanl | 
是 严格 增 函数 


因此 ， 函 数 = tan (6z 十 子 ) 的 单调 增 区 间 是 (64 一 5， 
6R 十 1)CREZD). 


求 函 数 > 一 tan (2z 十 5 ) 的 最 小 正 周期 


解 记 F(z)=tan (2z 十 7)， 有 
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7.4 正切 函数 的 图 像 与 性 质 


大 zz) 一 tan [ 呈 | 一 tan Le 
-ee 下 + 下 -人 习 ， 
可 知 函数 y= /xz) 的 一 个 正 周 期 T= 辽 


工 


ER 


人 ， 原 来 的 数 可 改写 为 y 一 tan 上 ， 其 以 上 为 和 目 变量 


ee 二 ， 故 原来 函数 
的 最 小 正 周期 为 了 


EE 一 


1. 写 出 满足 tana 一 V3 的 所 有 wa 的 集合 
2. 比较 下 列 各 组 数 的 大 小 ， 并 说 明理 由 : 


(]) tan (一 了 三 tan (一 二 xj 0 
(3) tan (kr 一 了 与 tan (er 二 3 ，REZ. 


4 来 痢 归 wEn ( 3z 十 本 ) 的 定义 域 ， 并 写 出 其 单调 区 间 . 
阳 > 探究 与 实践 
球门 的 张 角 问 题 


某国 际 标准 足球 场 长 105 m、 宽 68 m， 球 门 宽 7.32 m. 当 足 球 运动 员 治 边 路 阐 球 突破 
时 ， 距 底线 多 远 处 射门 ， 对 球门 所 张 的 角 最 大 ? 
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三 角 函 数 


E 习题 7.4 


，A 组 
1 求 下 列 函数 的 最 小 正 周期 ， 
() y=tan (一 下 (2) y 一 tan ( 3z 十 二 )， 
2. 求 函 数 >=tan (az 十 0)(ae 、0 为 常数 ， 且 “和 0) 的 最 小 正 周期 ， 
3. 求 函 数 y 一 tanz，zE | 一 人 ,于 | 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 并 指出 使 其 取得 最 大 值 和 最 小 


值 时 所 有 z 的 值 . 
4. 判断 下 列 本 数 的 奇偶 性 ， 并 说 明理 由 : 


(1) y 一 tan 27; (2) y 一 |tan 过 |; 
tan 并 
(3) (4) yy 一 二 


式 


5. 求 函 数 y> 一 2 tan { 3z 一 二 ) 的 定义 域 和 单调 区 间 ， 


6 
1. 求 正 切 函 数 > 一 tanz 的 零点 . 
2. 对 于 函数 >=A(z)， 其 中 Fz)=asin 27 十 tan7z 十 3， 已 知 /一 2) 王 1. 求 
大 Cr 十 2) 的 值 . 
元 


3. 求 丽 数 y 一 tantz 一 tanz，zE | 一 节 , 开 | 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


内 容 提要 


正切 因数 > 一 tan 并 


元 
| 工 G 了 R， 工 基 RT 十 (人 EGZ) 


证 | 二 | 天 


中 
区 | > 


[2&r 一 T,2Rr](RGEZ) 


[2&r,24xr 十 熙 (GZ) 


1. 求 下 列 函 数 的 最 小 正 周期 : 


(]) y 一 sin 本 《2) y 一 2 | 
2. 判断 下 列 函 数 的 奇偶 性 ， 并 说 明理 由 : 

(1) y 一 sin |2z |; (2) y 一 tan 57; 

(3) y 一 二 (4) ?=sin(z 二 二) 


3 刘 敌 区 (25 休 ， 5 二 1 求 z 的 值 . 
4. 求 下 列 函 数 的 单调 区 间 : 


(1) y 一 一 Sin 27; 《2) y 一 2 sin (xz 十 可 ji 
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(3) ?一 cos ( 一 邢 ) (4) y 一 2 ta | 呈 二 了 


5. 作出 函数 > 一 2 sin ( 2z 十 3 ) 的 大 致 图 像 . 


6. 已 知 函 数 > 王 Asin (wz 十 p)(A>0，w>0) 的 振幅 是 3， 最 小 正 正 周期 是 志 ， 初 始 相 
位 是 5. 求 这 个 函数 的 表达 式 . 
7. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 并 求 出 取得 最 大 值 和 最 小 值 时 所 有 * 的 值 ， 


. 2 
(1) y 一 cos2Z 十 cos 工 一 2; (2) y 一 Sin 2 ， 二 一 至, 到， 
_ 25 ou 于 工 元 区 
(3) y 一 SiP27 一 2Sin 27; (4) y cos (2 是 ze | | 


8. 某 实 验 室 一 天 的 温度 y( 单 位 : 人 ) 随 时 间 刀 单 位 : pb) 的 变化 近似 满足 函数 关系 


元 区 匡 
y 一 10 一 V3 cos 27 sin 151， i 和 | 0,24). 
(1) 求实 验 室 一 天 中 的 最 大 温差 
(2) 和 若 要 求实 验 室温 度 不 高 于 11C ， 则 在 哪 段 时 间 实 验 室 需要 降温 ? 


1. 求 函 数 y=sin{ 2 人 2 的 最 小 正 周期 . 


2. 在 (0,2r) 内 ， 求 鸽 snzcosz 成 立 的 z 的 取 值 范围 . 
3. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 ， 并 求 出 取得 最 大 值 时 所 有 z 的 值 : 


1 ET 2 cos'z，xzE | 全 | 


函数 > 王 2 sin wz (其 中 常数 w 是 小 于 1 的 正 数 ) 在 区 间 攻 节 | 上 的 最 大 值 是 /2 ， 


求 w 的 值 . 
S$. 如 图 ， 摩 天 轮 上 一 点 乙 距离 地 面 的 高 度 > 关于 时 间 : 的 


函数 表达 式 为 y 一 Asin (w 十 p) 十 2，9EL 一 fr. 已 知 摩天 轮 


的 半径 为 50 mm， 其 中 心 点 O 距 地 面 60 mm， 摩天 轮 以 每 30 分钟 十 二 
转 一 圈 的 方式 做 匀速 转动 ， 而 点 已 的 起 始 位 置 在 摩天 轮 的 最 低 50 


(1) 根据 条 件 具 体 写 出 >Cm) 关 于 上 (Cmin) 的 王 数 表达 式 ; (第 5 题 ) 
《2) 在 摩天 轮转 劲 的 一 圈 内 ， 上 点 忆 有 多 长 时 间距 离 地 面 超 
过 85 my? 


复习 题 


“6. 说 明 : 用 上 一 章 6.3 节 给 出 的 记号 arcsin 与 arccos( 见 第 45 页 ) ， 可 以 定义 国 数 
y 王 atrcsinZ(zEL0,1) 与 y 王 arccosZCZzEG[L0,1])， 


验证 : 
(1]) 函数 y=sinz(zE 0, 到 |) 与 函数 > 一 arcsinzCze 0,1j]) 互 为 反 函 数 ; 


(2) 函数 y=cosz(zE 0, 瑟 |) 与 函数 v 一 arecos xzCzE 0,1]) 互 为 反 困 数 . 
“7. 把 上 题 的 记号 略 作 推广 : 对 实数 zxE[L 一 1,1]， 


-二 局 > 米 邢 区 
若 实数 yE | 


矛 履 更 壹 亚 开 辣 受 (全 和 ER 
| 使 得 SIin yy 一 工 ， 则 记 y 一 arcsin Z 工 ; 六 汪 王 


2 ”2 


ae 人 天 称 为 
类 似 地 ， 对 实数 =E [一 1,1]， 若 实数 yE[0,z] 使 得 cos y | 上 和 荆 和 载 。 太 全 宝 和 和 因 


数 . 这 些 函 数 统称 为 反 三 角 函 数 . 


一 二 ， 则 记 y 王 arccos Z. 说 明 : 经 过 推广 的 记号 arcsin 与 
arccos， 定 义 了 函数 y 王 arcsinz (zzEL 一 1,1) 与 y 王 arccosZCGzE[ 一 1,1]). 
验证 : 


(1) 函数 y=sinz(zE 一 甩 , 季 | ) 与 本 数 y 一 arcsinz(zE 一 1,11) 互 为 抒 数 ; 
(2) 国 数 y> 王 coszGzEL0,r|) 与 图 数 y 王 arccosZGzEL 一 1,1]) 互 为 反 郴 数 . 


“8. 对 y=tanz 与 y 王 arctanZ 做 类 似 的 工作 . 
拓展 与 思考 


1. 定义 在 区 间 ( 0, 闻 ) 上 的 函数 y 一 6 cos zx 的 图 像 与 y=5 tan zx 的 图 像 的 交点 为 PP， 过 


点 卫 作 垂直 于 z 轴 的 垂 线 PP1:， 其 垂 足 为 Pi. 设 直线 PP 与 y= 王 sinz 的 图 像 交 于 点 也 ，， 
求 线 段 P,P， 的 长 . 
2. 已 知 定义 在 及 上 的 偶 函 数 >=/z) 的 最 小 正 周期 为 2， 当 0 迄 z 迄 1 时，J 太 zz) 一 7， 
(1) 求 当 5 委 z 委 6 时 函数 >=Fz) 的 表达 式 ; 
(2) 若 函 数 y 一 Ar，ZzER 与 困 数 y 一 Fz) 的 图 像 惟 有 7 个 不 同 的 交点 ， 求 & 的 值 . 
3. 如 图 ， 有 -一块 边 长 为 3 mm 的 正方 形 铁皮 ABCD， 其 中 阴影 R ， 
部 分 ATN 是 一 个 半径 为 2mm 的 扇形 . 设 这 个 扇形 已 经 腐蚀 不 能 
使 用 ， 但 其 余部 分 均 完 好 . 工人 师 倩 想 在 未 被 腐蚀 的 部 分 截 下 


块 其 边 落 在 BC 与 CD 上 的 矩形 铁皮 PQCR ,使 点 P 在 弧 TN 上 . 4 
设 “TAP=0， 和 矩形 PQCR 的 面积 为 S m2. 志 
(1) 求 S 关于 0 的 函数 表达 式 ; 1 国 


(2) 求 $S 的 最 大 值 及 S 取得 最 大 值 时 2 的 值 . 


(第 3 题 ) 


引 | 


7 人 
1088 1 


在 现实 世界 和 科学 问题 中 ， 常 常会 见 到 既 
有 大 小 又 有 方向 的 量 ， 如 位 移 、 速 度 、 力 等 . 
数学 中 的 “向 量 ” 概 念 就 是 从 中 抽象 出 来 的 . 向 
量 不 仅 有 丰富 的 几何 内 涵 ， 向 量 及 其 线性 运算 
与 数量 积 运算 还 构成 了 精致 且 有 广泛 应 用 的 代 
数 结构 ， 可 把 有 关 的 几何 问题 简便 地 转化 为 相 
应 代数 问题 来 处 理 . 本 章 只 讨论 平面 上 的 向 量 ， 
选择 性 必修 课程 第 3 章 还 将 把 这 一 讨论 推广 到 
(三 维 ) 空 间 中 ， 至 于 更 一 般 性 的 推广 则 是 大 学 
线性 代数 课程 的 核心 内 容 . 

高 中 阶段 向 量 的 学 习 重 在 为 解决 代数 、 几 
何 、 三 角 及 物理 等 领域 中 的 问题 提供 一 个 简捷 
有 效 的 工具 . 
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“向 量 ” 又 称 为 “ 夭 


量 "， 在 物理 学 中 较 党 
化 < 


物理 学 中 所 研究 
的 力 有 大 小 、 方 向 和 
作用 点 三 要 素 ， 我 们 


研究 的 向 量 合 齐 了 作 
用 点 这 一 要 素 ， 这 种 
向 量 叫 做 自由 向 量 . 


8-1-1 


图 8-1-1 展示 了 国产 大 飞机 C919 在 蓝天 得 翔 的 雄姿 . 飞机 
从 A 飞行 到 B. 它 的 位 移 是 一 个 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 ， 它 的 大 
小 是 A、B 间 的 距离 ， 方 向 由 A 到 也 . 

像 * 一 点 相对 于 另 一 点 的 位 移 ” 这 种 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 叫 
做 向 量 (Cvector). 准确 地 说 ， 一 个 向 量 由 两 个 要 素 定 义 ， 一 是 它 
的 大 小 (一 个 非 负 实数 ) ， 一 是 它 的 方向 . 

在 研究 向 量 的 性 质 并 定义 与 向 量 相关 的 各 种 运算 时 ， 常 常 把 
向 量 用 有 向 线段 (directed line-segment， 即 指定 了 方向 的 线段 ) 表 
示 出 来 ， 线 段 的 长 度 就 是 向 量 的 大 小 ， 线 段 的 方向 表示 向 量 的 方 
向 . 我 们 也 直接 把 表示 向 量 的 有 向 线段 称 作 向 量 ， 有 向 线段 的 起 
点 称 为 向 量 的 起 点 ， 有 向 线段 的 终点 称 为 向 量 的 终点 . 本 章 只 研 
究 在 一 个 平面 上 的 向 量 ， 就 是 要 求 所 涉及 的 所 有 向 量 都 能 用 同一 
个 平面 上 的 有 向 线段 表示 出 来 . 

向 量 通常 用 上 方 加 箭头 的 小 写字 母 表 示 ， 如 冯 ， 读 作 向 量 w， 
向 量 也 可 以 用 上 方 加 箭头 的 两 个 大 写字 母 表 示 ， 如 AB， 读 作 向 
量 AB， 其 中 A 是 向 量 的 起 点 ，B 是 向 量 的 终点 . 

在 讨论 向 量 时 ， 仅 仅 有 数值 (可 以 是 任何 实数 ) 而 没有 方向 的 
量 称 为 数量 (scalar) ， 又 称 为 “标量 ” 

除了 位 移 ， 向 量 还 有 很 多 现实 的 原型 . 例如 ,“ 力 ”就 是 一 个 
典型 的 例子 . 

图 8-1-2 是 由 若干 个 单位 正方 形 组 成 的 网 格 ，G 互 表示 大 小 
为 2 个 单位 、 方 向 由 G 到 互 的 向 量 ，MN 表 示 大 小 为 V5 个 单位 、 
方向 由 M 到 N 的 向 量 . 


[人 
玖 Q 


8-1-2 

向 量 之 的 大 小 叫做 闻 的 模 (modulus)， 记 作 |Z|.， 模 为 1 的 向 
量 叫做 单位 向 量 Cunit vector). 

规定 模 为 0 的 向 量 叫 做 零 向 量 (zero vector) ， 记 作 G， 可 认 
为 它 具 有 任意 方向 . 

如 果 两 个 非 零 向 量 所 在 的 直线 平行 或 者 重合 ， 那 么 称 这 两 个 
向 量 平 行 . 我 们 用 记号 &# 2 表示 向 量 z 与 2 平行 . 

如 果 两 个 向 量 同方 向 且 具 有 相同 的 模 ， 根 据 向 量 的 定义 ， 它 
们 就 是 同一 个 向 量 ， 不 过 我 们 常常 只 说 它们 是 相等 的 向 量 . 特别 
地 ， 一 个 向 量 平移 后 得 到 的 向 量 与 原来 的 向 量 相等 . 例如 ， 图 
8-1-3 中 ， 向 量 MN 是 向 量 A 玉 经 过 平移 后 得 到 的 ， 所 以 MN 一 AB. 

由 于 约定 了 有 零 向 量具 有 任意 方向 ， 因 此 它 平行 于 任意 向 量 . 
这 样 ， 根 据 向 量 相等 的 定义 ， 有 零 向 量 都 是 相等 的 . 

@ 国 加 图 :+， 在 等 边 三 角形 ABC 中 ，D、E、F 分 别 


解 根据 向 量 平行 与 相等 的 定义 ， 可 知 图 中 与 EF 平 行 的 向 
量 有 FE 玉 、 忆 万 、 万 访 、C 万 、DCG、BCG 和 C 态 ， 而 与 ER 相等 的 向 量 
有 万 和 DC. 

如 果 一 对 平行 向 量 之 与 计 具有 相等 的 模 但 方向 相反 ,那么 称 
它们 互 为 负 向 量 ， 或 者 称 2 为 之 的 负 向 量 ， 记 作 2 一 一 &. 图 
8-1-4 中 的 向 量 了 与 ER 就 是 互 为 负 向 量 . 一 般 地 ， 对 于 平面 上 
任意 两 点 已 、Q,， 均 有 PQ= 一 QP. 

@@ 吏 在 图 8-1-4 中， 写 出 向 量 4 的 负 向 量 . 

解 ” 根 据 负 向 量 的 定义 ， 可 知 向 量 EA 、BE 和 DF 均 为 A 巨 的 


竣 


向 


量 
尽管 可 以 画 出 一 个 向 量 的 许多 负 向 量 ， 但 由 于 它们 彼此 都 相 
等 ， 因 此 一 个 向 量 的 负 向 量 在 相等 的 意义 下 是 唯一 的 . 


8.1 向 量 的 概念 和 线性 运算 


请 同学 们 描述 图 
8 


五 、 殉 的 大 小 与 方 
向 ， 


请 在 图 8-1-4 中 


找 出 与 A 启 相等 的 向 


里 


1. 指出 下 列 各 种 量 中 的 向 量 : 

(1) 密度 ; 《2) 体积 ; 
《5) 电阻 ; 《6) 加 速度 ; 
你 能 找 出 更 多 向 量 的 例子 吗 ? 


(3) 速度 ; 
(7) 功 ; 


避 9 


2. 中 国 象棋 中 的 “ 马 ? 走 “日 " 如 图 是 一 个 棋盘 ， 当 “ 马 ” 自 点 入 走 “ 一 步 " 后 的 落 点 可 
以 为 点 Ai、A， 或 As:， 表 示 该 马 ? 走 “一 步 " 的 向 量 为 AA1、AA? 或 4A;， 它 们 是 相等 的 
向 量 吗 ? 在 图 中 分 别 用 向 量 表示 当 *“ 马 ”在 点 且 处 各 走 “ 一 步 的 情形 ， 

图 国 


4 及 
已 瓦 
C 万 
(第 2 题 ) (第 3 题 ) 
3. 如 图 ， 点 OO 是 正六 边 形 ABCDEF 的 中 心 ， 分 别 写 出 图 中 
(1) 与 OA 相等 的 向 量 ; (2) 与 OB 平 行 的 向 量 ; 
(3) 与 OG 模 相等 的 向 量 ; (4) O 巨 的 负 向 量 . 


区 霄 向 量 的 加 法 和 减法 


在 物理 学 习 中 ,我 们 已 经 知道 了 当 不 在 同一 方向 上 的 两 个 力 
OA 、O5 同 时 作用 于 一 个 物体 时 ， 它 们 的 合力 是 以 0 人 、OB 为 相 
邻 两 边 的 平行 四 边 形 OACB 对 角 线 OC 所 表示 的 力 ( 图 8-1-5)， 


图 8-1-5 
一 般 向 量 的 加 法 也 采用 上 述 求 合力 的 方法 . 设 给 定 两 个 不 平 


行 的 向 量 、2， 如 图 8-1-6， 如 果 以 点 O 为 起 点 ， 分 别 作 
OA-=Zz，05=7， 那 么 以 0A、OB 为 邻 边 的 平行 四 边 形 OACB 
的 对 角 线 所 表示 的 向 量 OG = z 就 定义 为 向 量 之 与 互 的 和 ， 记 作 
c 一 2 十 2. 求 向 量 和 的 运算 ， 叫 做 向 量 的 加 法 (addition of 
vectors). 我 们 把 这 种 作 向 量 和 的 方法 叫做 向 量 加 法 的 平行 四 边 
形 法 则 (parallelogram lavw). 
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由 于 平行 四 边 形 对 边 平 行 且 相等 ， 有 AC 王 OB 瑟 ， 因 此 求 
向 量 之 与 5 的 和 zz 一 zZ 二 5， 在 AOAC 中 就 可 以 实现 ， 如 图 8-1-7， 
若 以 O 为 起 点 作 向 量 OA 一 Z， 再 以 A 为 起 点 作 向 量 AC= 三 ， 则 
连接 起 点 O 与 终点 C 得 到 向 量 OG， 它 就 是 &、 六 两 向 量 的 和 
2 一 2 二 5 我 们 把 这 种 作 向 量 和 的 方法 叫做 向 量 加 法 的 三 角形 
法 则 . 

向 量 辽 与 2 满足 2N2 时 (包括 到 、2 中 出 现 零 向 量 的 情况 )， 
无 法 使 用 平行 四 边 形 法 则 ， 但 上 述 三 角形 法 则 的 步 又 ( 即 若 从 一 
点 O 出 发 作 向 量 O4 =2， 再 以 A 为 起 点 作 向 量 AC 一 六 ， 则 向 量 
OC=z 十 玉 仍 然 可 以 用 于 作出 点 C， 使 得 OC= z 一 2 十 ， 只 不 
过 此 时 AOAC 不 存在 ， 只 剩 下 一 条 直线 上 三 条 首尾 相 接 、 互 相 
重 蚕 的 线段 了 . 图 8-1-8 的 三 幅 图 分 别 给 出 了 与 已 方 向 相同 、 
了 与 站 方向 相反 上 且 |2Z| 人 三 | 引 和 与 已 方向 相反 且 |2| 近 18 三 种 情 
况 的 图 示 ( 后 两 种 情况 当 |Z| 一 18| 时 是 一 致 的 ， 此 时 O、C 两 点 
重合 ， 从 而 z 一 5). 

Oa4DC OECD 4 CeOoO aa 4 


2c=G+D 
(]) (2) (3) 
图 8-1-8 
特别 地 ， 当 三 个 向 量 中 出 现 一 个 零 癌 量 ， 就 得 出 


2 十 6 一 0 十 z= 一 2 和 2 二 (一 2 一 0. 
向 量 加 法 满足 如 下 运算 律 (& 迟 、2 和 P 是 平面 上 的 任意 向 量 ) 


由 结合 律 ， 我 们 常常 把 (Z 十 5) 十 ez 与 2 十 (0 十 2) 都 简 记 为 他 十 2 
赴 志 : 

根据 平行 四 边 形 法 则 ， 比 较 容 易 验证 向 量 加 法 的 交换 律 ， 而 
结合 律 的 证 明 见 下 面 的 例 3. 

@@ 国 己 知 z、7 和 = 是 平面 上 任意 给 定 的 向 量 ， 求 证 ; 
(Z 十 念 十 忆 一 2 十 (7 十 忆 )， 

证 明 向量 加 法 的 三 角形 法 则 (包括 向 量 平行 的 情况 ) 实 际 上 
说 的 是 : 如 果 信 、 妃 、C 是 平面 上 任意 给 定 的 三 个 点 ， 那 么 

APB 二 BC 一 AC. 
从 任意 的 一 点 A 出 发 作 A 万 一 z， 再 从 了 出 发 作 BC=8， 最 


8.1 


向 量 的 概念 和 线性 运算 


号 7 
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向 量 的 减法 可 以 
转化 为 向 量 的 加 法 . 


图 8-1-10 


后 从 C 出 发 作 C 万 = =， 由 上 式 得 到 
(2 十 念 十 z 一 CABATBG)A+TCD=AGC+GCD=4D， 
z 十 (二 ae)=ABTCGBC+TCD)=A5TBD=AD. 
故 (ZDD) 十 2 一 2 十 (2 十 忆 )， 

把 例 3 证 明 中 求 向 量 和 的 方法 略 加 推广 ， 可 得 : 若干 个 起 
点 、 终 点 依次 相 接 的 向 量 的 和 是 以 第 一 个 向 量 的 起 点 为 起 点 、 以 
最 后 一 个 向 量 的 终点 为 终点 的 向 量 . 这 是 求 向 量 和 很 实用 的 规 
则 ， 可 以 称 之 为 “首尾 规则 ” 

人 @@ 国 一 物体 受 水 平方 向 6 N 和 铅 垂 方向 8 N 的 两 个 力 的 
作用 ， 求 合力 的 大 小 以 及 合力 与 铅 垂 方向 偏离 的 角度 .结果 精 
确 到 0.01”) 

解 ”如 图 8-1-9， 设 力 的 作用 点 为 0， 若 向 量 2=OA 表 示 水 
平方 向 6 N 的 作用 力 ， 向 量 5 一 0 且 表 示 铅 垂 方向 8 N 的 作用 力 ， 
则 合力 是 z=OC=z 8 

由 于 OACB 为 矩形 ， 故 

z|=V10B1: 十 |BC| =V 18 十 | 了 2 一 V 束 十 语 10 (CN)， 


已 
tan BOC 一 1 了 ，BOC 王 arctan 36.87” 


所 以 ， 合 力 为 10 N， 合 力 与 铅 垂 方向 俩 离 约 36.87 . 


我 们 现在 考虑 向 量 的 减法 . 

| 向 量 的 减法 也 是 
作为 向 量 加 法 的 逆 运 算 来 定义 的 . 这 藉 是 说 ， 如 果 已 知 向 量 字 十 
2 一 2， 那么 向 量 2 叫做 向 量 z 与 向 量 之 的 差 ， 记 作 2 = 2 一 2 求 
向 量 差 的 运算 ， 叫 做 向 量 的 减法 . 

数 的 运算 的 经 验 使 我 们 容易 想到 


2 一 2 三 C 十 (一 到 ). 


只 要 用 向 量 加 法 的 交换 律 、 结 合 律 以 及 之 十 (一 2z)=0 的 事 
实 ， 就 可 以 直接 验证 这 一 公式 : 


c 一 一 C 十 [一 2) 十 2 一 2 
一 LZ 二 (一 2)] 二 2Z 一 2) 
一 CC 十 (一 2). 


不 平行 时 ， 我 们 还 可 以 借助 如 图 8-1-10 所 示 的 平行 四 边 
这 一 公式 : 由 平行 四 边 形 右 下 方 的 三 角形 条 本 14 一 吉 即 
， 而 由 左上 方 的 三 角形 知 2= 2 十 (一 2). 这 就 得 到 要 证 


, 兢 忆 
“人 
> 放 久 


8.1 向 量 的 概念 和 线性 运算 


明 的 结果 一 2Z = 2 十 (一 2Z)， 
@@ 国 己 知 和 4BC 是 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 , 点 O 是 
和 AABC 所 在 平面 上 的 任意 一 点 . 求 向 量 (04 -OOGC) 十 (O5 一 OOC) 


的 模 . 
解 ”如 图 8-1-11， 作 以 CB、CA 为 邻 边 的 平行 四 边 形 4 

CADB,， 连接 CD、OB. 根据 向 量 减 法 的 定义 ， 可 得 驮 一 区 =- 、 

本 人 
由 于 AABC 是 等 边 三 角形 ， 故 CADB 是 葵 形 ， 且 1CD|= 六 6 

21C4lcos 30"=V3， 因 此 向 量 (04 一 OG) +(O5 一 OC) 的 模 图 8-L-11 

为 V53. 


1 在 ^AABC 中 ， 化 简 : 

(D 4B-4C=- (2) BC--AC=- 

2. 已 知 A、B、C、D、 已 是 平面 上 任意 五 个 点 ， 求 证 : A 玉 一 AB+BC 二 CD 十 DE. 
这 个 结果 可 以 推广 到 更 多 点 的 情况 吗 ? 

3. 试 说 明 ， 如 果 三 个 首尾 相 接 的 向 量 互 、D 和 zz 所 在 的 线段 能 拼接 成 三 角形 ， 那 么 一 
定 满足 条 件 人 之 二 5 十 B 一 9. 反 过 来 ， 如 果 全 二 5 十 2 一 6， 那 么 三 向 量 他 、5 和 P 所 在 的 线段 
一 定 能 拼接 成 三 角形 吗 ? 说 明理 由 . 


医 霄 实数 与 向 量 的 乘法 


如 图 8-1-12， 某 科 考 船 以 12 海里 /时 的 速度 匀速 沿 东 北方 向 
航行 ， 中 午 12 时 船 的 位 置 在 点 A 处 . 请 描述 下 午 3 时 和 下 午 4 
时 30 分 该 船 与 点 A 的 相对 位 置 . 


8-1-12 


同学 们 一 定 很 容易 给 出 答案 : 该 船 下 午 3 时 在 点 A 东北 方 
向 的 36 海里 处 ， 而 下 午 4 时 30 分 在 点 A 东北 方向 的 54 海里 处 . 
同学 们 的 计算 可 能 是 直接 把 速度 的 数值 乘 时 间 ， 名 略 了 速度 和 位 
移 都 是 向 量 这 一 事实 . 这 样 把 向 量 问题 简化 为 数量 问题 处 理 ， 碰 
到 复杂 问题 (如 多 个 方向 位 移 的 合成 ) 时 就 可 能 力不从心 了 . 如 果 回 


99 


100 


到 向 量 记 号 ， 用 也 表 示 科 考 船 的 速度 ， 即 东北 方向 12 海里 /时 ， 
那么 该 船 下 午 3 时 和 4 时 30 分 相对 于 A 的 位 移 向 量 可 以 直接 表 
示 为 艺 和 4.57， 这 里 的 3 与 4.5 是 时 间 ， 它 们 只 是 数量 (实数 ). 
为 了 在 向 量 空间 中 解释 这 种 乘积 ， 我 们 要 先 定义 实数 与 向 量 的 


实数 4 与 向 量 & 的 乘积 是 一 个 向 量 ， 记 作 2. 它 的 模 
| 季 | 王 2 当 A 六 时， 和 的 方向 与 忆 相 同 ， 当 4 去 0 


时 ，) 的 方向 与 相反. 特别 地 ， 当 了 一 0 或 1 王 0 时， 和 刀 
一 0 


和 暂 不 考虑 有 关 量 的 单位 ， 采 用 实数 与 向 量 乘积 的 记号 ， 下 午 
3 时 和 4 时 30 分 科 考 船 相 对 于 A 的 位 移 向 量 就 可 写 为 33 和 
4.5 亏 ， 再 考虑 有 关 量 的 单位 ， 由 于 3 及 4.5 的 单位 是 小 时 ， 速 度 
的 单位 是 海里 /时 ， 从 而 下 午 3 时 和 4 时 30 分 科 考 船 在 点 A 东北 
方向 36 海里 处 和 54 海里 处 . 我 们 还 可 以 把 上 午 9 时 科 考 船 相 对 
于 A 的 位 移 向 量 表示 成 (一 3) 某 ， 即 点 A 西南 方向 36 海里 处 . 

数学 上 实数 与 向 量 的 乘积 只 是 简单 地 理解 为 原 向 量 的 倍数 . 
但 在 实际 问题 中 ， 向 量 和 实数 都 有 可 能 被 赋予 特定 的 意义 和 单 
位 ， 如 上 例 中 的 速度 、 位 移 和 时 间 ， 它 们 的 乘积 就 可 能 有 更 复杂 
的 含义 ， 

容易 看 出 ， 当 4 是 一 个 正 整 数 时 ,和 就 是 4 个 & 相 加 . 例 
如 ， 当 \) 王 1 时 ，1Z=2Z; 当 ) 王 3 时 ，32 王 2Z 十 Z 十 2. 

当 》 王 一 1 时 ,一 DZ 与 向 量 & 的 模 相 等 但 方向 相反 ， 故 
(一 1) 人 是 向 量 之 的 负 向 量 ， 即 (一 DZ 一 一 他. 据 此 ， 再 用 下 文 所 
示 运 算 律 中 的 第 二 个 公式 ， 我 们 可 以 更 一 般 地 把 (一 4)2 记 为 
一 和 好， 它 是 向 量 M2 的 负 向 量 . 

根据 实数 与 向 量 的 乘积 的 定义 ， 可 知 和 是 与 了 平行 的 向 量 . 
反之 ， 如 果 向 量 2 与 非 零 向 量 & 平行 ,那么 一 定 存 在 实数 4， 使 


= > 二 [二 坟 户 了 D 辣 耻 三 二 户 
得 2 一 i. 当 向 量 & 和 2 同 向 时 ， =|， 当 回 量 之 和 2 反问 


同学 们 可 以 验证 实数 与 向 量 的 乘法 满足 下 面 的 运算 律 ， 
了 2 了、10 是 向 量 ， 和 、AER， 有 


(十 0 人 E 一 这 十 /过 ; 
A(LZD) 一 (MA 
和 (Z 十 站 三 和 十 和 2. 


与 非 零 向 量 Z 同方 向 的 单位 向 量 叫做 向 量 之 的 单位 向 量 ， 记 
作 友 . 根据 实数 与 向 量 的 乘法 的 定义 ， 可 知 Z 一 12Z|， 即 


CE 


向 量 的 加 法 、 减 法 以 及 实数 与 向 量 的 乘法 ， 统 称 为 向 量 的 线 
性 运算 (linear operation)， 从 一 个 或 几 个 向 量 出 发 ， 通 过 线性 运 
算得 到 的 新 向量 称 为 原来 那些 向 量 的 线性 组 合 (linear 
combination). 例如 , 了 一 32 十 2 一 4z 就 是 向 量 公 、2 、Pz 的 一 个 线 
性 组 合 . 

化 简 下 列 向 量 线性 运算 : 


《1 (一 2)X( 二 2) 


(2) 2(Z 一 7) 十 3(Z 十 2); 
(3) (4 一 0)(CZ2 十 2) 一 (十 AD)(CZ 一 5). 


解 〈]) (20x(32)=( 2x 了 jz= 过 
(2) 2(Z 一 0) 十 3(Z 十 0) 一 22 一 22 十 32 十 32 
一 (22 十 32) 十 (32 一 22 ) 
一 52Z 十 2. 
(3) (一 Ap)(CZ 十 D) 一 (十 AZ 一 5) 
一 1(Z 十 一 Ap(Z 二 2) 一 人 (2Z 一 站) 一 AZ 一 7) 
一 这 十 刀 一 / 巡 一 忆 一 巡 十 妈 一 / 达 
一 210 一 2/ 好 . 


三 1 ， 
切 帮 大 已 知 癌 量 之 、2、 5 满足 7 (2 3P) 十 2(22Z 一 32) 
一 0， 试用 他、2 表示 己 


人 省 和 < 全 2 3 9 _ 
解 将 原 式 变形 为 74 7 FF4Z 一 60 一 0， 好 


60. 所 以 z 一 32 一 亿 . 

如 图 8-1-13， 在 AABC 中 , 刀 是 AB 的 中 点 ,已 
是 BC 延长 线 上 一 点 ， 且 BE 一 2BC， 

(1) 用 向 量 BA、BC 表 示 DE; 


妃 
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C 
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(2) 用 向 量 CA 、CBE 表 示 世 FE. 


> > > > 1 池 > > 
解 〈1) 因为 DE 一 DB 十 BFE， DB 一 一 BA4， 忆 于 一 2 BC， 


所 以 也 芒 一 2 EC 一 


(2) 因为 丽 = 酌 十 玖 , 所 以 天 =2 酌 一 了 GETCA) 


1. 化 简 焉 列 向 量 线性 运算 : 


(1) 4(22Z 一 0) 十 3(32 一 22) ; (2) 人 人 F22 ) (52 一 27) 


SA 
CA 
C 
SS 


(3) 2(32Z 一 42 十 PP 一 3(227 
2. 根据 下 列 条 件 ， 求 向 量 开 : 
(1) 2 字 十 3( 十 却 ) 一 0; (2) 2Z 十 5( 一 公 ) 一 0; 


(3) 二 (也 一 2Z) 一 二 (5 一 2 之 十 忆 ) 十 5 一 0. 


3. 如 图 ， 在 人 AABC 中 ， 已 知 万 是 BC 的 中 点 ，G 是 人 AABC 的 
重心 . 设 向 量 BC 一 他， 向 量 AC 一 太 试用 向 量 玉 、 站 分 别 表示 向 量 
4D、4G、GC. 刀 C 


也 
(第 3 题 ) 
国 ss: 


1. 如 果 把 平面 上 所 有 的 单位 向 量 的 起 点 都 平移 到 同一 点 ， 那 么 它们 的 终点 构成 的 图 形 
是 什么 ? 

2. 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 作 出 表示 下 列 向 量 的 有 向 线段 : 

G) 向 量 2 的 起 点 在 坐标 原点 ， 与 轴 正 方向 的 夹 角 为 120 且 12| 王 3; 

(2) 向 量 2 的 模 为 4， 方向 与 y 轴 的 正方 向 反 向 ; 

《3) 向 量 的 方向 与 > 轴 的 正方 向 同 向 ， 模 为 2. 

3. 判断 下 列 命题 的 真 假 ， 并 说 明理 由 : 

(1) 长 度 相等 的 向 量 均 为 相等 向 量 ; 

(2) 给 定向 量 Z、2、P， 若 2z=2，0 一 PC， 则 2 一 z; 


8.1 向 量 的 概念 和 线性 运算 


(3) 若 ABCD 为 平行 四 边 形 ， 则 必 有 AB 一 CD; 

(4) 若 平面 上 四 点 A.B`C.D 使 AB=CD, 则 ABVCD. 

4. 如 图 , 在 AABC 中 , 点 D、 已 、 下 分 别 是 AB、BC、CA 的 中 点 ， 根 据 下 列 条 件 ， 
写 出 相应 的 向 量 ; 

(1) 与 向 量 A 万 相等 的 向 量 ; 

(2) 向 量 D 的 负 向 量 ; 

(3) 与 向 量 友 平和 的 向 量 


一 、 


(第 4 题 ) (第 $ 题 


S$. 如 图 ， 已 知 向 量 之 、2、z， 作 出 下 列 向 量 ; 

(1) 之 十 5，5 十 PP，2 十 zz 人 二 

6. 化 简 下 列 向 量 运 算 ; 

7 及 六 二 矶 EC 二 有 二 一 

(3) (4ABTMB) 十 (ED 二 DM)， 

7. 设 向 量 过 表示 “向 东 走 2 km”;， 向 量 2 表示 “向 西 走 1 km”;， 向 量 = 表示 “向 南 走 
2 km”;， 向 量 尺 表示 “向 北 走 1 km”。 试 说 明 下 列 向 量 所 表示 的 意义 ， 

(1) 十 &; (2) 十 ; (3) 公 十 2 十 也; (4) P 十 巡 十 忆 


8. 设 向 量 O04=z，05=5,， 日 104|=12，105| 一 4， AAOB= 了 隶 | 信 二 这 |， 


9. 运用 作 图 的 方法 ， 验 证 下 列 等 式 : 
(1) (2 二 太 人 D) 一 之 ; (2) 二 (Z 十 D) (2Z 一 5 ) 一 5. 
10. 化 简 下 列 向 量 运 算 : 

(1) 4(Z 二 2) 一 3(Z 一 2) 一 80 ; 
(2) 3(zZ 一 2 十 PP 十 4(CP 一 2 一 5); 


(3) 区 (4 2)|. 


11. 已 知 四 边 形 ABCD 和 点 O 在 同一 平面 上 ， 设 向 量 O04=z，OB=7，OC= =，OD 
一 尺 ， 且 zZ 十 z 一 2 十 忆 . 求证 ， ABCD 是 平行 四 边 形 ， 

12. 已 知 平行 四 边 形 ABCD ， 设 向 量 AC=z，B 万 = 试用 &、 六 表示 下 列 向 量 ; 

人 ( 史 瑟 C. 


1. 如 图 是 由 边 长 为 1 的 小 正方 形 组 成 的 网 格 . 按 要 求 ， 分 别 以 A、 刀 、C 为 向 量 的 起 


103 


点 ， 在 图 中 画 出 下 列 向 量 ; 
(G) 正 北 方向 且 模 为 2 的 向 量 A 巨 ; 
(2) 模 为 2V2 、 方 向 为 北 偏 西 45" 的 向 量 BF， 
(3) 〈2) 中 向 量 BF 的 负 向 量 . 


1 二 
1 ii 北 
攻 二 二 中 二 吉 二 去 由 二 忆 夺 二 本 二 过 去 二 上 二 一 蕊 = 可 
和 
站 
上 -上 -----+-- 上 -一 :+--+ 上 -上 --- 
和 
1 1 Ce 上下 
下 二 二 村 二 村 二 二 可 二 一 和 二 下 全 寺 二 二 于 二 一 全 二 寺 
7 
下 
和 
二 
IT 
和 1 及 司 醒 ] 
人 
二 
和 
本 
让 
本 
日 
(第 1 题 ) 


2. 已 知 正 方形 ABCD 的 边 长 为 1， 求 : 

[1 | 二 态 二 态 C|; 

(2) |AE 十 BED 一 AG|; 

| 太一 再 CC|: 

3. 如 图 ， 已 知 向 量 之 、2 、z， 作 出 下 列 向 量 ; 

(1) zZ 十 z 一 2 和 2 十 (CC 一 0) ; (2) Z 一 (02 十) 和 了 一 C 一 0. 


， 


SN 
二 > 


吕 


(第 3 题 ) 

4. 试用 作 图 法 验证 下 列 不 等 式 : 

(1) 8 一 18 委 2 十 2 委 |2 十 121; 

《2 | 这 | 一 12| 委 县 一 中安 | 人 | 二 人， 

$. 判断 下 列 命题 的 真 假 ， 并 说 明理 由 : 

(1) 若 存 在 一 个 ER 使 巡 王 双 ， 则 之 一 2; 

(2) 对 于 任意 给 定 的 实数 1 和 向 量 忆 、2， 均 有 AZ 一 5) 一 和 一 MD; 

(3) 对 于 任意 给 定 的 实数 4、A 和 回 量 忆 ， 均 有 (一 上)Z 一 和 2 一 /. 

6. 设 之 、5 是 两 个 不 平行 的 向 量 ， 求 证 : 若 实数 和 、/7 使 得 刀 十 =6， 则 1 一 /一 0. 

7. 已 知 如 、 辟 是 两 个 不 平行 的 向 量 ， 而 向 量 A 互 一 3 可 一 2 已 ，BC 一 一 2 可 十 4 公 ，CD 
一 一 2 如 一 4 可. 求证 : A、C、D 三 点 共 线 . 

8. 已 知 G 是 AABC 的 重心 ，D 、 已 、 下 分 别 为 AB、AC、BC 中 点 . 求证 ， GD 十 GE 
十 GF 一 0. 
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EEE 有 向量 的 数量 积 


在 物理 课 中 ， 我 们 学 过 “ 功 ” 的 概念 . 一 个 物体 在 外 力作 用 
下 产生 位 移 ， 外 力 所 做 的 功 是 这 个 力 在 位 移 方向 上 的 分 力 大 小 
与 位 移 量 的 乘积 . 如 果 力 了 和 位 移 > 如 图 8-2-1 所 示 ， 那 么 力 子 
所 做 的 功 是 砚 =|7| 1?lcos9， 其 中 0 表示 力 子 的 方向 与 物体 位 
移 的 方向 之 间 的 夹 角 ，|7| cos 0 是 庆 在 位 移 方向 上 的 分 力 的 
大 小 . 


如 上 所 述 ,“ 功 ”这 个 数量 完全 被 力 和 位 移 这 两 个 向 量 所 决 
定 ， 如 何 从 这 一 具体 事例 抽象 出 对 任意 两 个 向 量 定 义 的 一 种 数学 
运算 呢 ? 


医 共 向 量 的 投影 


我 们 再 试 着 理解 功 的 定义 和 功 的 计算 公式 的 推导 ， 看 能 得 到 
什么 启示 ，. 

功 并 不 是 把 力 的 大 小 和 位 移 向 量 的 大 小 直接 相 乘 而 得 到 ， 
而 是 把 作用 力 在 位 移 方向 上 的 分 力 大 小 乘 物体 位 移 量 .“ 在 位 移 
方向 上 的 分 力 ” 是 作用 力 过 在 位 移 向 量 > 方 向 上 的 投影 万 (图 
8-2-2). 这 就 引出 了 向 量 在 一 条 直线 或 另 一 个 向 量 方向 上 的 投影 
的 概念 . 


记名 呈 本 总 站 站 


图 8-2-2 


平面 上 一 点 A 在 直线 ! 上 的 投影 就 是 过 点 A 作 直 线 / 的 垂 线 
而 得 到 的 垂 足 A 


8.2 
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为 了 行文 简洁 ， 
有 时 也 常常 用 一 个 硕 


腊 字 母 ( 如 0) 来 指 代 
向 量 的 夫 角 . 


如 果 向 量 A 玉 的 起 点 A 和 终点 也 在 直线 !/ 上 的 投影 分 别 为 点 
A' 和 了 B'， 那 么 向 量 A 写 叫 做 向 量 AB 在 直线 上 上 的 投影 向 量 (图 
8-2-3)， 简 称 为 投影 , 从 而 ， 一 个 向 量 2 在 一 个 非 零 向 量 之 的 方 
向 上 的 投影 ， 就 是 2 在 之 的 任意 一 条 所 在 直线 上 的 投影 . 因为 所 
有 这 些 直线 都 互相 平行 ， 所 以 2 在 之 的 方向 上 的 投影 (在 相等 意 
义 下 ) 是 唯一 确定 的 . 

我 们 现在 讨论 2 在 之 的 方向 上 的 投影 与 向 量 、2 的 关系 . 
我 们 先 设 2 么 0. 

以 一 点 O 为 起 点 ， 作 OA = 了，O 太 一 5 图 8-2-4) ， 我 们 把 身 
线 O4、OB 的 夹 角 称 为 向 量 冯 与 2 的 夹 角 ， 记 作 (Z,2》， 它 的 取 


值 范围 为 [0,zx], 特别 地 ， 当 (zZ, 人 一 二 时 ， 称 辽 与 玉 垂 直 ， 记 作 


zZ 15. 设 向 量 O5 的 终点 也 在 OA 所 在 直线 上 的 投影 为 B"，OB7 即 
为 向 量 2 在 忌 方 向 上 的 投影 . 


妃 
| 
1 
| 
| 
| 
妃 


O(B) 4 ” O 4 


8 -2.4 
容易 看 出 ，|10B7| 一 | |cos (2Z,8)|. 当 (2,B 人 < 时 ，OB 


全 > 


与 0 合同 向 ; 汝 人 时 ，OB” 与 OA 反 向 ， 当 (Z,5》 泛 凤 


即 冯 |] 玉 时 ，OB7 一 6. 由 此 可 以 得 知 ， 如 果 令 大 = 一 之 是 冯 的 


单位 向 量 ， 那 么 向 量 2 在 向 量 之 方向 上 的 投影 
上 |cos 《人 2》， 

2 

在 上 式 中 ， 实 数 |2|cos (Z,2) 称 为 向 量 2 在 向 量 之 方向 上 的 
数量 投影 ， 它 是 一 个 数量 ， 其 绝对 值 等 于 向 量 2 在 向 量 之 方向 上 


的 投 景 效 的 模 . 0 时 ， 其 值 为 正 ， 向 量 2 在 向 量 宛 方 回 


llcos (2 了 


上 的 投影 和 到 具有 相同 方向 ， 当 (Z,2 二 到 本 其 值 为 负 ， 向 量 


D 在 向 量 之 方向 上 的 投影 和 z 具有 相反 方向 ;而 当 (Z,2 一 
即 之 2 时 ， 其 值 为 0. 


8.2 向 量 的 数量 积 


由 投影 的 定义 立即 得 知 ， 零 向 量 在 任何 非 零 向 量 方向 上 的 投 
影 是 零 向 量 ， 而 相应 的 数量 投影 的 绝对 值 是 该 投影 的 模 ， 因 此 ， 
这 个 数量 投影 等 于 0 

加 国 已 知 向 量 z 与 8 的 夹 角 为 于 ， 且 zl 一 3，| 引 一 4 
求 忆 在 志方 向 上 的 投影 与 数量 投影 

解 向 量 2 在 之 方向 上 的 投影 是 


2 区 
llcos (Z,D》 2 2 
[了 | 一 3 仅 - 一 本 
相 > 的 数量 投影 是 1Z| 〈 公 y 4 2 2 是 
和 论 一 般 合 称 为 “投影 的 


线性 性 质 ” 


人 @@ 辆 己 知 z 是 非 零 向 量 ，7 与 ?是 任意 向 量 ， 它 们 在 
方向 上 的 投影 分 别 为 史 与 .求证 ,5 上 ez 在 过 方向 上 的 投影 为 太 
平 忆 : 

证 明 如 图 8-2-5， 设 之 所 在 的 直线 为 /从 任意 一 点 O 出 
发 作 向 量 OB=，BC= PP， 则 OC=8 十 分 别 作 点 O、B、C 
在 ! 上 的 投影 0"、B'“、C“. 由 投影 的 定义 ， 多 一 0B7， 心 = ms 
BC7， 而 8z 一 OC 的 投影 是 DC7 一 0OB7 十 BC7 一 仿 十 咏 . 


1 设 忌 、 忆 是 两 个 向 量 ， 其 中 避 天 6， 记 在 你 方向 上 的 投影 是 1 又 设 和 ER. 分 1 二 0 与 
1 一 0 两 种 情况 ， 证 明 好 在 忌 方 向 上 的 投影 是 )D7. 

2. 若 人 ABC 为 等 边 三 角形 ， 求 下 列 各 角 : 

(CD BC TD 成 

3. 已 知 |Z| 一 5，|0| 一 6，sin (Z,D) 一 0.6. 求 2 在 到 方向 上 的 投影 与 数量 投影 . 


攻 办 向 量 的 数量 积 的 定义 与 运算 律 


模仿 功 的 定义 ， 设 之 与 2 是 两 个 非 零 向 量 ， 定 义 忆 与 2 的 数 


量 积 (scalar product) 


图 


数量 积 又 称 为 标 
量 积 ， 也 称 为 内 积 


人 2 12|cos (有 7) Cinner product) 或 点 积 


(do 人 Droduct 局 EEE 
2 .D 中 间 的 “。” 不 可 


即 字 .2 是 之 的 模 |1Z|1、2 的 模 12 | 与 @、2 夹 角 (2,2 7》 的 余弦 的 0 
乘积 . 
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对 向 量 的 数量 积 
谈 结 合 律 是 没有 意义 
的 ， 因 为 不 能 定义 三 
个 向 量 的 数量 积 ; 另 


外 ， 对 向 量 的 数量 
积 ， 消 去 律 不 成 立 ， 
即 从 到 ,PP 一 2 。Pz 及 
z 尖 9 不 能 推出 z=D 
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在 这 个 公式 中 ，|2 |cos (2Z,2 就 是 2 在 之 方向 上 的 数量 投 
影 ， 而 lzZlcos (Z,5 就 是 之 在 六 方向 上 的 数量 投影 . 

我 们 约定 可 以 把 过 .之 简 记 为 它 ， 它 其 实 就 是 | 之 |? 

我 们 还 规定 零 向 量 与 任意 向 量 的 数量 积 为 0. 

有 了 这 个 定义 ， 物 理 中 的 功 三 就 是 力 向 量 地 与 位 移 向 量 ? 的 
数量 积 广 . 

@@ 国 加 图 8-?-6， 给 定 边 长 为 6 的 正三 角形 ABC. 求 
AB .AC 和 AE . BC. 

解 ” 因 为 (A 万 ,AG) 一 60"， 所 以 


和 和 浊 3 浊 1 
A4AB.AC=|A4ABIIACcos60 = 王 6X6X 二 一 18; 


2 
又 因为 (AB ,BC) 王 120"， 所 以 
3 3 3 3 1 
45 .BC=14511BClecos 120" 一 6X6X( 一 亏 )= 一 18. 


类 比 数 的 乘法 的 运算 律 ， 我 们 可 以 证 明 向 量 的 数量 积 运算 满 
足 如 下 运算 律 : 


设 之 、 DO 和 是 向 量 ， 4 是 实数 ， 则 
向 量 数量 积 的 交换 律 : Z .2 一 2 .2; 


向 量 数量 积 对 数 乘 的 结合 律 ， (2) .2 一 


一 (CC 。D); 


证 明 〈1) 因为 人 (Zz,2) 一 (2,2Z)， 所 以 结论 是 显然 的 ， 

(2) 如 果 之 和 2 有 一 个 是 零 向 量 ， 或 者 人 王 0， 那 么 结论 是 显 
然 的 ， 从 而 不 妨 设 过 和 2 都 是 非 零 向 量 ， 且 1 天 0. 若 人 >0， 则 
MZ| 一 Za 一 (2Z2) 若 人 <0， 则 | 和 巡 |= 一 人 2|， 
(2,0)= 一 一 人 2,2)》， 两 种 情况 代入 数量 积 定义 公式 ， 都 得 到 

(2Z)。D 一 (人 。D). 

再 利用 向 量 数量 积 的 交换 律 ， 就 得 到 之 。 (2 ) 一 A(Z 2). 

(3) 如 果 =6， 那 么 结论 是 显然 的 ， 从 而 不 妨 设 &# 尖 6. 把 
2、2 和 2 十 ce 在 之 的 方向 作 投影 ， 根 据 向 量 和 的 投影 等 于 它们 投 
影 的 和 ， 就 得 到 


避 。(D 十 PP) 一 人 .0 十 ， 己 
由 于 数量 积 的 交换 律 和 分 配 律 与 数 的 乘法 类 似 ， 容 易 证 明 如 
下 的 公式 . 


8.2 向 量 的 数量 积 


人 加 证 明 : 

(1) 〈Z 十 2)2 一 安 十 22 .7 十 2 
(2) 〈zZ 二 2D) 。(Z 一 站 ) 一 必 一 7 
证 明 《1) 的 证 明 如 下 : 


(2 十 0)2 一 2 。(2TDD) 十 2 (2 十 0) 人 
一 2 十 到 。 忆 十 广 。 也 十 序 是 
一 它 十 22 5 十 六 
对 于 (2) ， 我 们 有 
(ZD) 。(Z 一 2) 
.一 矿 


若 也 与 0 均 为 非 零 向 量 ， 则 由 向 量 的 数量 积 的 定义 ， 可 从 数 
量 积 来 反 推 向 量 夹 角 的 公式 : 


cos 2,D) 一 


中 


在 8.3 节 中 我 们 将 利用 向 量 的 坐标 (从 而 不 通过 向 量 的 夹 角 ) 
直接 来 计算 向 量 的 数量 积 ， 而 上 面 的 公式 就 提供 了 计算 向 量 夹 角 
的 有 效 方法 . 

由 向 量 的 数量 积 的 定义 ， 可 以 得 到 ; 

(1) 人 12 当 是 仅 当 人 .2 一 0; 

(2) lzZ .58| 委 lzl12|， 当 且 仅 当 ZV2 时 等 号 成 立 . 

当 了 与 2 平行 且 同 向 时 ,，Z .2 一 12Z|121;， 当 之 与 2 平行 且 反 


二 


向 时 ，Z .2 一 一 12&2 051， 特别 地 ， 定 一 1Z| 


J 何 区 遇 设 向 量 过 、2 满足 |Z| 一 2，121 一 3，(Z,0) 一 三 . 求 


co | 忆 


解 ”因为 
13Z 一 27| 一 (32 一 25)? 
一 (32)2 一 2(32) 。(22) 十 (22)? 
一 9&2 一 122 .5 十 47 


一 912|? 一 12181181cos 三 十 418 


] 
一 9X2 一 ]2X2X3X 广 十 4 义 3 


一 36， 
所 以 |32Z 一 27| 一 6. 


109 


110 


已 知 lz 一 6，| 引 一 3，2 .5 一 一 9V3. 求人 2 


、 性 2.D 一 9V2 V2 

解 人 EX 一， 所 以 人 2Z,0)》 
35 
本 


练习 8.2(2) 


1. 在 AABC 中 ， 已 知人 万 .BC 一 0. 判断 人 ABC 的 形状 ， 并 说 明理 由 . 


2. 填空 题 ， 
(1) 设 向 量 过 、D 满 


(2) 设 向 量 志 、D 满足 |Z| 一 5，|2| 一 6，(Z 十 D) .2 一 21， 则 (2Z,2) 一 


1 设 向 量 字 、 满足 | 引 王 6，15 王 3， 且 .5 一 12， 则 向 量 之 在 向 量 方向 上 的 投 


2. 在 AABC 中 , 若 |4AB|=3，|ACI=2，|BC|=v1， 则 4A5 .ACG=- 

3. 已 知 向 量 之 与 2 的 夹 角 为 45"， 且 |Z|=1，122 一 =V10 ， 则 12|== . 

4. 在 菱形 ABCD 中 ，(ABT+AD) . CAB 一 AD)= 

5$. 设 向 量 过 、2 满足 12Z| 1，17| =vV2， 向 量 之 一 2 与 忌 垂直 . 求人 2Z,2)》， 

6. 设 向 量 之 、2 满足 (Z,2) 一 60"，|2| 王 3，|21 一 3. 求人 十 5)2. 

7. 在 AABC 中 ，|AB|=|AC|=4，A 石 .AC=8. 判断 和 AABC 的 形状 ， 并 说 明理 由 ， 
8. 设 向 量 之 、2 满足 |z2| 王 4，|28|=5，|2 十 | 一 V21. 分 别 求 下 列 各 式 的 值 : 

(1) 人 到。D; 

(2) (22Z 一 2) 。(Z 十 32). 

9. 设 相 、 到 是 互相 垂直 的 单位 向 量 ， 向 量 辽 一? 了 一 有 ，2 一 一 3 人 十 2 人 5. 求 


六 


(2Z 一 20) 。(32Z 十 2). 


10. 设 向 量 过 、2 满足 |Z| 王 1，(Z 十 2) 。(Z 一 7) 一 


(1) 求 12|; 


(2) 设 人 .2 一 三 ， 求 (Z,D)， 


8.2 向 量 的 数量 积 


的 值 : 


12. 在 AABC 中 ， C= 了 ， [双人 让 工 未 2 


1. 在 AABC 中 , 若 |ABI=2，|ACI=3，AB . BC=1, 则 |BC|= 

2. 设 向 量 之 、 已 满足 |z| 一 2，|8| 一 1，(z, 瑟 一 全 求 | 他 一下 

志 相关 2 0 世间 | 六 CE 1 AGE OAE07 求 CA 

4. 在 直角 三 角形 ABC 中 ， 知 呈 是 斜 边 AB 的 中 点 ， 忆 为 线段 CD 的 中 点 ， 则 
|PA| 十 |PB | 

[PC | 

5$. 在 AABC 中 , 设 M 是 BC 的 中 点 ， 且 |1AMI=3，|BCI1=10， 则 A5 . 
二 忆 二 

6. 已 知 2、2 都 是 非 零 向 量 ， 且 之 十 32 与 7& 一 50 重 直 ，2 一 42 与 72 一 22 生 直 . 求 2、 
六 的 夹 角 . 

7. 在 AABC 中 ， 内 角 4A、B、C 的 对 边 依次 为 wa、0、c. 求证 ，4B .4AC = 


工 村 
(0 村 

8. 在 四 边 形 ABCD 中 ,， 设 向 量 AB zz，EBC=-5，CD= ee，DA= 过 ， 量 了 .5-=-5 
z 一 PC.Z=2 .2 求证 :四边形 ABCD 是 矩形 . 
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1 1z 


E 到 向 量 的 坐标 表示 


我 们 知道 平面 上 的 向 量 是 该 平面 上 一 个 有 大 小 和 方向 的 量 ， 
我 们 还 知道 在 平面 上 可 以 建立 直角 坐标 系 . 能 否 利 用 平面 直角 坐 
标 系 来 研究 平面 上 的 向 量 呢 ? 取 定 一 个 平面 直角 坐标 系 ， 就 可 以 
把 平面 上 的 点 与 有 序 实数 对 (点 的 坐标 ) 一 一 对 应 . 如 果 把 向 量 的 
起 点 都 放 在 坐标 原点 上 ， 那 么 向 量 的 终点 的 坐标 就 完全 把 这 个 向 
量 确定 了 . 这 样 ， 平 面 上 的 点 与 有 序 实数 对 的 一 一 对 应 就 可 以 转 
化 为 平面 上 的 向 量 与 有 序 实 数 对 的 一 一 对 应 . 这 样 的 对 应 就 是 本 
节 要 讨论 的 向 量 的 坐标 表示 . 形式 地 定义 这 样 的 表示 并 不 难 , 重 
要 的 是 如 何以 这 样 的 表示 为 工具 ， 进 一 步 讨 论 向 量 的 性 质 和 运 
算 ， 使 我 们 对 向 量 的 相关 认识 得 到 升华 . 


攻 队 向 量 基本 定理 


上 面 我 们 谈 到 了 通过 平面 直角 坐标 系 ， 可 以 把 平面 上 的 向 量 
和 有 序 实 数 对 一 一 对 应 起 来 . 下 面 我 们 要 用 向 量 的 语言 建立 和 表 
述 这 个 一 一 对 应 . 

如 图 8-3-1， 把 向 量 2 的 起 点 放 在 坐标 原点 O 上 ， 设 其 终点 
是 A(Cz,y). 如 前 所 述 ， 就 可 以 把 向 量 与 一 个 有 序 实 数 对 
(GZz,y) 相 对 应 . 这 个 实数 对 对 于 向 量 之 的 实际 意义 是 什么 呢 ? 

设 ; 与 了 分别 是 z 轴 与 y 轴 正 方向 上 的 单位 向 量 ， 把 向 量 
zi=OA 在 ?与 7 的 方向 上 作 投 影 OP 与 OQ. 其 中 ，P(z, 0) 与 
Q(0,y) 分 别 是 点 A 在 z 轴 与 y 轴 上 的 投影 . 显然 O6 -zz， 
OQ 一 交 ， 而 且 OPAQ 是 一 个 矩形 ，OA 是 对 角 线 . 于 是 我 们 把 
表示 成 了 向 量 z 与 了 的 线性 组 合 : 

OCS 
怠 是 上 面 所 述 的 向 量 之 与 有 序 实数 对 (z,y) 相 对 应 的 实际 
义 . 
从 这 里 可 以 看 到 另 一 个 事实 : 给 定 上 面 所 说 的 两 个 向 量 7 与 

， 平 面 上 的 任意 一 个 给 定 的 向 量 之 都 可 以 写成 ?与 了 的 一 个 线性 


水 。 


组 合 . 我 们 可 以 更 一 般 地 考虑 : 如 果 把 ;与 了 换 成 其 他 两 个 非 零 
向 量 e 与 又 ， 那 么 平面 上 任意 给 定 的 一 个 向 量 是 否 都 是 zi 与 到 的 
线性 组 合 呢 ? 

如 果 豆 N 人， 那么 结论 显然 不 成 立 ， 因 为 这 时 于 与 到 的 任意 
一 个 线性 组 合 4 如 十 ApE(C4 与 是 实数 ) 都 是 与 菩 和 到 平行 的 向 
量 ， 所 以 不 可 能 表示 平面 上 的 所 有 向 量 . 然而 ， 除 了 这 个 例外 ， 
习 与 妈 的 线性 组 合 确实 可 以 把 平面 上 任意 一 个 向 量 表 示 出 来 . 更 
准确 地 说 ， 我 们 有 如 下 定理 ， 


向 量 基本 定理 ”如果 对 与 有 是 平面 上 两 个 不 平行 的 向 
量 ， 那 么 该 平面 上 的 任意 向 量 ， 都 可 唯一 地 表示 为 i 与 


到 的 线性 组 合 ， 即 存在 唯一 的 一 对 实数 4 与 4， 使 得 
2 一 人 好 十 /E. 


证 明 “本 证 明 是 前 面 关 于 把 之 写成 & 一 zz 十 交 的 证 明 的 推 
广 . 不 过 ， 由 于 所 给 的 到 与 到 不 一 定 互相 垂直 ， 因 此 必须 用 构建 
平行 四 边 形 的 方法 来 代替 做 投影 . 


人 4 
7 
7 
7 
有 
关 
六 
/ 
/ 
人 五 1 六 
7 
二 7 
e 到 
3 7 桓 

本 DO 枚 N 


(1) (2) 
图 8-3-2 

给 定 不 平行 的 两 个 向 量 考 、 避 和 任意 一 个 向 量 #， 如 图 
8-3-2(1) 所 示 . 从 任意 给 定 的 一 点 O 出 发 ， 作 向 量 OP; 一 村， 
OBE 一 到 ，04 =z， 如 图 8-3-2(2) 所 示 . 过 点 A 作 平行 于 直线 
OFE。， 的 直线 ， 交 直线 OE, 于 点 M， 并 作 平 行 于 直线 OE, 的 直 
线 ， 交 直线 OE。 于 点 N， 则 OMAN 是 平行 四 边 形 ，OA 是 其 对 
角 线 ， 从 而 04 = OM 十 ON. 由 于 OMAOE;， 因 此 存在 实数 》 
使 OM= OF 一) 可， 同 理 ， 存 在 实数 / 使 ODN 一 / 翁 . 于 是 ，z= 
4 轩 十 /E2. 

下 面 再 证 明 这 个 实数 对 是 唯一 的 . 假设 还 成 立 辽 一 必 "如 十 
w 公 ， 就 有 


8.3 


向 量 的 坐标 表示 


和 攻 


(一 人) 可 一 一 (一 扩 到 . 
由 于 如 与 可 不 平行 ， 因 此 4 一 一 /一 内 一 0， 即 1 一 人 ，17 一 人 
给 定 平面 上 的 一 组 向 量 ， 如 果 平 面 上 的 任意 向 量 都 可 以 唯一 
地 表示 成 这 组 向 量 的 线性 组 合 ， 那 么 就 称 这 组 向 量 是 平面 向 量 的 
一 个 基 . 用 这 个 术语 ， 向 量 基 本 定理 可 以 表述 成 : 平面 上 任意 两 
个 不 平行 的 向 量 都 组 成 平面 向 量 的 一 个 基 . 


刀 8 如 图 8-3-3， 在 和 有 四 边 形 ABCD 中 ， 两 条 对 角 线 
YX 的 交点 是 M， 设 4 万 = 了，4 万 一 5 试用 过 、5 的 线性 组 合 分 别 表 


呈 记 昌 示 MA_、NME、ME5SMD. 
8-3-3 解 我 们 有 
责 C 三 六 三 二 站 = 有 过 
万 态 三 有 太一 双方 三 六 一 7 
藤 ” ii 汰 = 5AC- (2 十 方 一 可 3， 
se 
MT= 志 DB 一 王 (2 一 5) 一 38 一 了 5， 
二 
MC= 一 MA= 3 二 38， 
人 
MD 一 一 ME 一 一 52 十 5. 
国 示 探究 与 实践 
按 提示 的 步骤 探索 用 向 量 形式 表达 共 线 的 充 要 条 件 ， 并 导出 直线 的 向 量 参数 
方程 : 
(1) 如 图 8-3-4， 给 定 平面 上 不 共 线 的 三 个 点 O、A 与 妃 ， 根 据 人 也 
向 量 基 本 定理 ， 对 平面 上 任意 一 点 已 ， 都 有 实数 4 与 人 4， 使 得 4 
0O5=104 二 OPB， 
(2) 证 明 A、 刀 、 己 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 人 十 /一 1; 
(3) 由 此 推出 ， 对 直线 AB 上 任意 一 点 也， 一 定 存在 唯一 的 实数 ，，， 


A， 使 下 列 向 量 等 式 

OP= (一 OA4+TwOB 
成 立 . 反之 ， 对 任意 给 定 的 实数 上， 在 直线 AB 上 都 有 唯一 的 点 卫 与 之 对 应 . 上 述 向 量 等 
式 在 将 w 视 为 变动 参数 时 ， 叫 做 直线 AB 的 向 量 参数 方程 
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8.3 向 量 的 坐标 表示 


1. 如 图 ，7 与 了 分 别 是 平面 直角 坐标 系 中 工 轴 与 y 轴 正 方向 上 的 
单位 向 量 ， 点 人 在 第 一 象限 内 ， 与 坐标 原点 O 的 距离 为 4&，OA 与 工 
轴 的 夹 角 为 0. 又 设 A' 是 A 关于 工 轴 的 对 称 点 . 把 向 量 0A 、OA7 表 
示 成 向 量 ;与 了 的 线性 组 合 . 

2. 已 知 平行 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 交 于 点 O， 且 OA4 一 Z，OF 
一 太 把 向 量 OG、0O 历 、DC 与 BC 表示 成 辽 与 已 的 线性 组 合 . 

3. 设 G 为 AABC 的 重心 ， 用 向 量 BC 一 了 与 AC 一方 的 线性 组 合 (第 上 题 ) 
来 表示 向 量 AG 、BG 与 CG. 


攻 霄 向 量 的 正 交 分 解 与 坐标 表示 


把 向 量 2 写成 所 在 平面 上 两 个 不 平行 向 量 ei 与 到 的 线性 组 
合 的 过 程 称 为 闻 关 于 ge 与 如 的 分 解 (decomposition). 我 们 特别 关 
注 向 量 关 于 两 个 互相 垂直 的 向 量 的 分 解 这 一 特殊 而 实用 的 情况 ， 
即 在 如 上 及 情况 下 进行 向 量 的 分 解 . 这 种 分 解 称 为 向 量 的 正 交 分 
解 Corthogonal decomposition). 

物理 中 常常 将 力 进 行 正 交 分 解 ， 就 是 向量 正 交 分 解 的 一 个 5 
见 的 应 用 . 如 图 8-3-5， 将 斜面 上 物体 的 重力 分 解 为 沿 和 斜面 的 下 
滑 力 和 垂直 于 斜面 的 正 压 力 . 

在 平面 直角 坐标 系 中 任意 一 个 向 量 乙 关于 > 轴 与 y 轴 正 方向 
上 的 单位 向 量 z 与 7 的 分 解 Z=zz 十 y 就 是 一 个 正 交 分 解 . 这 个 
正 交 分 解 称 为 癌 量 & 在 这 个 平面 直角 坐标 系 中 的 坐标 分 解 
(coordinate decomposition) ， 而 有 序 实数 对 (Cz,y) 则 称 为 向 量 之 
的 坐标 (coordinates) ， 并 直接 表示 成 

2Z 一 (zy). 
向 量 的 这 种 表示 法 称 为 它 的 坐标 表示 (coordinate representation ) ， 
并 可 以 直接 用 回 量 的 坐标 (z,y) 代 表 一 个 向 量 . 

必须 注意 ， 在 向 量 之 的 坐标 表示 中 ， 我 们 先 要 作出 从 坐标 原 
点 O 出 发 的 向 量 OA = 闻 ， 才 能 用 点 A 的 坐标 (z,y) 表 示 向 量 
的 坐标 . 为 此 ， 我 们 把 向 量 O4 称 为 & 的 位 置 向 量 (position 
vector). 位 置 回 量 终点 的 坐标 才 是 所 给 回 量 的 坐标 . 

如 图 8-3-6， 写 出 向 量 &、8 与 z 的 坐标 . 

解 ” 因 为 辽 与 互 的 位 置 向 量 都 是 OA ， 所 以 之 一 5 一 (1,2) 
因为 z 的 位 置 向 量 是 OBE， 所 以 ze 一 (1, 一 2). 


攻 向 量 线性 运算 的 坐标 表示 


有 了 向 量 的 坐标 表示 后 ， 向 量 的 运算 可 以 转化 为 其 坐标 的 相 
应 运算 ， 

设 (zi,yi)、(Czy?) 与 (zy) 均 是 坐标 表示 的 向 量 ，》 是 一 
个 实数 ， 则 


这 就 是 说 : 向 量 相 加 ( 减 )， 可 化 为 把 它们 的 对 应 坐标 相 加 
( 减 ); 一 个 向 量 乘 一 个 实数 ， 可 化 为 把 它 的 坐标 乘 这 个 实数 . 
这 些 公 式 的 证 明 是 容易 的 : 
因为 (zi,yi) 一 Zi 十 y 本 ，(zayy2) 一 Z27 十 ?2 了， 所 以 
(ziyyi) 十 (zayyo) 一 (zz 二 yi7) 十 (zz 十 yz7) 


一 (Z1 工 ? 也 | (yi1 | ya 了 


一 (Z1 十 zy,yl1 十 y?). 
对 (Cz,y)=zz 十 允 ， 有 
)Czy) 一 ACT 十 办) 一 (0z)7HCOAy)7 一 (zy)， 
的 医 衣 给 定向 量 了 一 (4, 一 1) 与 2 一 (5,2) ， 求 向 量 22 十 35 
的 坐标 . 
解 ” 因 为 22 一 (8, 一 2)，32 一 (15,6) ， 所 以 
2Z 十 32 一 (8 十 15 ,一 2 十 6) 一 (23 ,4). 


向 量 的 模 在 坐标 表示 下 也 是 容易 计算 的 : 设 Z= 一 zy)， 则 


这 是 因为 12Z| 是 以 |z| 和 |y| 为 直角 边 的 直角 三 角形 的 斜 边 . 

我 们 已 经 学 过 ， 为 了 求 出 一 个 向 量 的 坐标 ， 先 要 作出 它 从 
坐标 原点 O 出 发 的 位 置 向 量 ， 才 能 从 位 置身 量 终 点 的 坐标 得 到 
这 个 向 量 的 坐标 . 我 们 希望 能 从 任意 回 量 的 起 点 坐标 和 终点 坐 
标 直 接 得 出 向 量 的 坐标 . 

于 是 ， 对 平面 上 的 任意 两 点 P(zi,yi) 与 QCzs,y*)， 我 们 
要 求 向 量 PQ 的 坐标 . 
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8.3 向 量 的 坐标 表示 


由 OP=(zi,y)，OQ=(zs,yz)， 得 
PEQ=OQ 一 O5= (zy 一 (ziyyD) 一 (zs 一 ziyyz 一 力 )， 
因此 ， 一 个 向 量 的 坐标 等 于 这 个 向 量 的 终点 坐标 减 去 它 的 起 
点 坐标 . 
平面 上 A、3、C 三 点 的 坐标 分 别 为 (2,1)、( 一 3,2)、 
(一 1,3)， 写 出 向 量 AC、 孔 的 坐标 . 
解 AC=( 一 1 一 2,3 一 1) 一 (一 3,2)， 
有 SR 
已 知 平面 上 两 点 P、Q 的 坐标 分 别 为 (一 2,4)、 
(2,1)， 求 EQ 的 单位 向 量 丈 的 坐标 . 
解 ”因为 EQ= (2 一 (一 2) ,1 一 人 一 (4, 一 3)， 
|PQI=v 至 干 ( 二 3 一 5， 


| | 4 3 
所 以 8 PQ-5(4， 3)= 人 二， | 


EL 一 


1 已 知 向 量 了 一 (一 2,3)，D 一 (2, 一 5). 求 32& 一 2 的 坐标 及 |32 一 2 |， 

2. 求 向 量 一 (3, 一 4) 的 单位 向 量 的 坐标 . 

3. 已 知 平面 上 A、 忆 、C 三 点 的 坐标 分 别 为 (0,1)、(1,2)、(3,4)， 求 A 有 、BC、AG 
的 坐标 ， 并 证 明 A、 已 、C 三 点 共 线 . 


区 纱 向 量 数量 积 与 夹 角 的 坐标 表示 


给 定 两 个 坐标 表示 的 向 量 z= 一 (zi,yi) 与 2 一 (zi,yz)， 它 们 
的 数量 积 是 
2Z .0 一 (zz 十 yi7) 。(Czs7 十 yo7) 
一 (ziz2) 产 十 (ziy? 十 zay1)7 .7 二 yy 
因为 了 、 了 是 互相 垂直 的 单位 向 量 ， 所 以 疡 一 1， 
7 一 1， 于 是 


二 


六 了 一 0， 


刺 雹 六 二 站 放 记 ， 


这 就 是 说 ， 两 个 向 量 的 数量 积 等 于 它们 对 应 坐标 的 乘积 的 和 , 
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我 们 前 面 给 出 过 用 两 个 向 量 的 数量 积 表示 两 个 向 量 夹 角 的 
公式 ， 但 当时 因为 数量 积 的 计算 依赖 于 向 量 的 夹 角 ， 那 个 公式 
的 实际 意义 没有 足够 地 显示 出 来 . 现在 ， 给 定 两 个 非 零 向 量 
2 一 (zi,y1) 与 ?一 (za,y?)， 把 用 坐标 表示 的 模 的 公式 和 数量 积 
公式 代入 原来 的 向 量 夹 角 公 式 ， 我 们 得 到 


殉 设 浊 必 | 
| Vz 十 yz 十 3 


OO 


这 样 ， 把 向 量 夹 角 用 它们 的 坐标 表示 出 来 ， 使 用 上 就 很 方便 了 . 
/大 届 已 知 向 量 之 一 (1,2)，2 一 (2, 一 2). 求 1Z|1、12| 与 
《2Z,D ). 
解 12| 王 vV12 十 2 一 /5 ，|21 一 V22 十 (一 2)2 一 2V2 ， 故 
2.5 1x2 二 2X( 一 2)  VI0 


cos〈2,D 一 


[了 5 全 X2VZ 10 
从 而 他, 访 一 zx 一 arecos 
已 知 AABC 中 4、B、C 三 点 的 坐标 分 别 为 (2, 一 2)、 


(一 2,3)、(3,7)， 求 证 : AABC 为 直角 三 角形 . 
证 明 ”因为 A 厅 = (一 4,5)，BCG=-(5,4)， 
A 万 . BC= (一 4)X5 十 5X4 一 0， 
所 以 A 方 | BCG， 即 AABC 为 直角 三 角形 . 
利用 坐标 形式 的 向 量 夹 角 公 式 ， 我 们 可 以 得 到 两 个 回 量 垂直 
和 平行 的 充 要 条 件 : 


给 定向 量 & 一 (ziy,yi) 与 0 一 (zy?)， 则 


(1) 2Z125 的 充 要 条 件 是 zizs* 十 yiyz 一 0; 
(2) 他 MB 的 充 要 条 件 是 ziy* 一 zzyi. 


证 明 如 果 人 .2 中 有 零 向 量 ， 结 论 是 显然 的 . 因此 ， 只 要 考 
虑 乙 、2 均 不 为 零 向 量 的 情况 . 
(1) 根据 向 量 夹 角 公 式 


人 cos 2,D 一 0 


8.3 向 量 的 坐标 表示 


全 ZI17Z? 十 y1y? 一 0. 


(2) 因为 

2Mp 人 台 (22)=0 或 r 参 cos 2) 一 士 1， 仍 根据 向 量 夹 角 
公式 

未 ZI1Z2 十 y1ys? 1 


Vz3 十 好 Vz3 二 好 
命 (Zi1zZ2 十 yiyz)2 一 (Z 十 y)(Cz 十 yy 


使 ZX 一 2717zoyly? 十 Z5y 一 0 


人 (Zlyy 一 Z2y1) 2 一 0 
全 ZL1Vy2 一 2y1， 

用 坐标 形式 的 向 量 夹 角 公 式 ， 并 模仿 这 里 所 用 的 把 公式 两 边 
同时 平方 的 方法 ， 可 以 证 明 一 个 重要 的 代数 不 等 式 . 这 是 向 量 工 
具 在 代数 中 应 用 的 一 个 实例 . 

已 知 zx; 、zz、21、y2 都 是 实数 ， 求 证 

(Cl 十 yi1y?)<(Cz1y1)(Cz3 二 yy3)， 
并 且 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 zly?* 一 zzy1. 

证 明 构造 向 量 z 一 (zi,yi)，2 一 (zi,yz)， 如果 其 中 有 零 
向 量 ， 那 么 结论 显然 成 立 ， 从 而 只 要 考虑 2Z、2 都 是 非 零 向 量 的 
情况 . 把 坐标 形式 的 向 量 夹 角 公 式 两 边 同 时 平方 ， 整 理 后 可 得 

Criz2 十 yly3)2 一 (Zi 十 y3)Cz 十 y2)cos2( 人 ,2D》. 

因为 0 二 cos2 (ZL1， 所 以 

CZlz? 十 yl1y?)2< (zi 十 yz 十 y3). 


这 是 著名 的 柯 西 - 


并 且 ， 
等 号 成 立 抱 cos2 (2 ,0 一 ] 
命 忆 MB 
全 ZL1y2 一 Z2y1， 


练习 8.3(3) 


1. 已 知 向 量 了 一 (2,3)，D 一 (一 2,4) ，P 一 (一 1, 一 2). 求 Z .2，P (2 一 0). 

2. 已 知 向 量 了 一 (一 3,4)，D 一 (5,12). 求 |lZ| 、|2| 以 及 (2Z,D)， 

3. 在 AABC 中 ， 已 知 A、 刀 、C 三 点 的 坐标 分 别 为 (一 2,3)、(0, 一 1)、(]1,R)， 且 
C 为 直角 . 求实 数 & 的 值 . 

4. 已 知 向 量 了 一 (1,2)，0 一 (3,1)，P 一 0 一刀 ， 且 Q| 忆 求实 数 有 的 值 及 向 量 忆 的 
坐标 . 
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平面 向 量 


虱 沙 习题 8.3 


1 如 图 ，OADB 是 以 向 量 5 这 一 &，[ 六 一 5 为 邻 边 的 平行 四 边 双 四 
ee 2 
表示 OM、ON、MN. (第 1 题 ) 

2. 已 知 向 量 z 一 (一 1,2)，2 一 (2,1). 求 22z 十 32， 7 353， 了 5 


3. 已 知 点 4(3,2)、B(7,5) 、C( 一 1,8)， 求 4 六 -二 AC 


4. 已 知 向 量 Z 一 (一 5,12)， 求 12Z| 以 及 回 量 之 的 单位 向 量 杷 . 


3 1] 3 因 3 3 3 因 1] 一 -> 
5. 已 知 点 A(1,2)、B( 一 3,1)， 且 AC= 一 34AB，4D=34B，4PE 一 一 54AB. 求 点 C、 


、 五 的 坐标 . 


7. 已 知 点 A(3,0)、B( 一 1, 一 6)， 点 卫 是 直线 AB 上 一 点 ， 且 1AEI= 


也 的 坐标 . 
8. 已 知 向量 z 一 (3, 一 1) ，2 一 (1 ,一 2). 求 之 .2 与 (Z,2). 
9. 已 知 向 量 了 = 一 (3 一 ,37 )，0 一 (7 十 2, 一 2)， 且 之 2. 求实 数 么 的 值 . 
10. 已 知 癌 量 2Z=(2,4)， 求 与 过 垂 直 的 单位 向 量 的 坐标 . 


L. 已 知 O 为 坐标 原点 ， 在 AABC 中 ,向量 OA4=(2,3)，OB=(1,4)， 且 OC=3 0O4， 
0OD=305，OE=204+TO5. 求 C、D、 巨 三 点 的 坐标 ， 并 判断 C、D、 下 三 点 是 否 
共 线 ， 

2. 已 知 向 量 2 一 (1,2)，2 一 (2,1)， 且 2 十 22 与 22 一 2 平行 . 求实 数 mz 的 值 . 

3. 经 过 点 M( 一 2,3) 的 直线 分 别 与 轴 、y 轴 交 于 A、B 两 点 ， 且 14FI=31AM|. 
求 点 A、 忆 的 坐标 . 

4. 已 知 向 量 z= 一 (1, 一 1D)，2 一 (2, 一 3)， 且 甩 一 22 与 2 垂直. 求实 数 & 的 值 . 


] 一 -> 


了 314AB1. 求 点 


8.4 向 量 的 应 用 


EEB 克 向 量 的 应 用 


向量 在 数学 、 物 理 以 及 实际 生活 中 都 有 着 广泛 的 应 用 . 上 一 
节 末 我 们 给 出 了 回 量 在 代数 中 的 应 用 ， 本 节 将 继续 通过 例题 给 出 
更 多 的 应 用 . 先 考 虑 一 些 儿 何 问 题 . 

已 知 P 是 直线 P,P。 上 一 点 ， 且 已, 五 一 PP:(A 为 
实数 ， 且 ^ 和 天 一 1)，Pi、 卫 ， 的 坐标 分 别 为 (zl, yl)、 〈《Z2，y2 ). 
求 点 己 的 坐标 (z,y). 

解 由 已 五 一 忆 P:， 可 知 

ee 
y 一 y1 王 4(y? 一 y). 


因为 夭 一 1， 故 
[ 1 十 47Z? 
| 靶 到 可 
下 这 个 公式 称 为 线 
| 0 段 的 定 比分 点 公式 . 
1 
村 别 地 ， 当 4 王 1 时 ，P 为 线段 PP， 的 中 点 ， 其 坐标 为 
一 人 
这 个 公式 称 为 线 
| 一 >1 工 >2 
y 三 


已 知 AABC 三 个 顶点 4A、B、C 的 坐标 分 别 是 
(zliyyi)、(z,y)、(zs,ys)， 求 此 三 角形 重心 G 的 坐标 . 


解 ”如 图 8-4-1， 由 于 点 G 是 AAABC 的 重心 ， 因 此 CG 与 令 
AB 的 交点 了 D 是 AB 的 中 点 ， 于 是 点 D 的 坐标 为 (2 ， 
一 2 
六 “ 刀 C 
设 G 的 坐标 为 C(z,y)， 因 为 CG=2 GD， 所 以 由 上 述 定 比分 图 8-4-1 
点 公式 ， 和 寻 
『 
十 2 王 2 
局 0 下 二 2 9 
克 本 有 
了 工科 元 


12 1 


四 ， 败 
这 就 是 AAABC 重心 G 的 坐标 . 
7 纪 医 届 证明: 对 角 线 互相 平分 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 
全 已 知 “ 如 图 8-4-2， 设 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC、BD 交 


于 点 O0， 且 AO=OC，BO=OD. 


图 8-4-2 求证 ABCD 是 平行 四 边 形 . 
证 明 -451086= ACT， 
DC=DO+TOC= 了 55 上 3AC， 
于 是 有 ADG, 即 AB=DC 且 ABVADC, 故 ABCD 是 平行 四 
边 形 ， 
在 AABC 中 , 设 5 全 =z，C 方 -5， 记 AAABC 的 面 
积 为 S. 


1 本 攻 
(1) 求证 : S 一 了 Iz 8 一人 人 2 


(2) 设 zZ= 一 (zy)，2= (zy)， 求证 S 一 


1 
尺 |Z132 一 Z291| 
作 证 明 (1) 如 图 8-4-3， 设 C=(z,2) 一 0. 我 们 有 S 一 
5 la1161sin 0， 于 是 
C 普 媚 
S2 一 二 | 祥 |?| 玉 | ?sin20 
图 8-4-3 


| 人 | | 瑟 G1L 一 cos20) 
(| 人 2 18 一 | 人 12 cos20) 


本 [人 


1 二 了 > 
所 以 S 一 了 MIzi1EP 一 人 5 
(2) 因为 
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8.4 向 量 的 应 用 


去 疡 |2 天 

[人 | 12| 一 (2 一 (z 十 yz 十 y 急 一 (ziza 十 yiy2)2 
一 Zi1y3 一 2zliZzaylyz 十 Z3y1 
一 (Zilyy 一 Z2y1) 7， 


1 
所 以 S 一 7 |Z132 一 Z231 |。 


练习 8.4(1) 


1. 已 知 坐 标 平面 上 三 个 点 A(1,1)、B(4,2) 与 C( 一 2, 一 6)， 求 4 
人 ABC 的 面积 . 

2. 如 图 ， 已 知人 ABC， 刀 、 已 分 别 是 AB、AC 的 中 上 点， 求证: 万 五 
DEV BC. 

3. 已 知 平 面 上 A、 忆 两 点 的 坐标 分 别 是 (2,5)、(3,0)， 忆 是 直线 已 C 
AB 上 的 一 点 ， 且 有 A 方 = 一 志 访 ， 求 点 忆 的 坐标 (第 2 题 ) 


如 图 8-4-4， 平 面 上 A、 刀 、C 三 点 的 坐标 分 别 是 
(2,3)、(2,0)、(1,1). 已 知 小 明 在 点 吾 处 休 惩 ， 有 只 小 狗 沿 着 
AC 所 在 直线 来 回 跑 动 . 问 ， 其 在 什么 位 置 时 ， 离 小 明 最 近 ? 

解 记 z=6C4, 5 了， 则 

Z 一 (2 一 1,3 一 1) 王 (1,2)， 
一 (1 一 2,1 一 0) 一 (一 1,1). 

设 D 是 直线 CA 上 随 着 小 狗 跑 动 而 动态 变化 的 点 ， 则 CD 可 

写成 i 的 形式 ，》 是 实数 . 问题 转化 为 : 确定 ) 的 值 ， 使 向 量 


ee 本 二 ER 若 将 题 中 向 量 1 广 
BD=BCTTCD=2 十 和 2 的 模 12 十 和 | 取 到 最 小 值 ， 此 时 向 量 CD 的 模 |5 十 好 | 看 作 是 一 


个 》 的 函数 ， 则 这 个 


的 终点 D 即 为 小 狗 离 小 明 最 近 的 位 置 . 


了 D 为 Du 使 得 BED, | CA， 即 CA . BD,=0， 那 么 向 量 数 中 的 应 用 ， 同 学 们 
如 果 万 为 De 使 得 0 上 即 那么 向 量 


也 D 的 模 取 到 最 小 值 .于 是 ，》 要 满足 。(8 十 1) 一 0， 即 1 果 不 借助 于 向 量 方法 ， 
那么 如 何 求 得 点 Du 
三 芭 过 六 人 的 坐标 ? 
2 .D 1X( 一 1 十 2X1 1 
站 二 全 三 二 一 
[2 5 5 
一 > > 1 6 3 
ee 溃 二 一 EN 全， 虹 级 、 
从 而 瑟 D, 一 5 一 亏 @ 一 (一 1,1) 一 亏 (1，2) 人 0 最 终 推出 


D。 的 坐标 是 


-人 寺 吉 


6 
9 
4 
因此 ， 当 其 在 点 (去 


3 
,三 ) 时 ， 离 小 明 最 近 . 
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人 @ 国 ”用 向 量 方法 证 明 : 
cos (a 一 B) 一 cos wcos 8 十 Sin wsin A. 
证 明 如 图 8-4-5， 建 立 平 面 直 角 坐 标 系 ， 并 设 A、 忆 是 单 
Stkcosp,sinb) 位 圆 上 的 任意 两 点 ， 而 角 v 与 8 都 是 顶点 在 原点 O、 始 边 为 工 轴 
正 半 轴 的 角 ， 其 终 边 分 别 沙 在 OA4 与 OB 上 . 考虑 向 量 
2 一 OA 一 (cosa,sina)， 05=Ceos8 及: 
我 们 要 求 出 4Z,2》( 的 余弦 ). 注意 到 交换 x 与 8 不 影响 要 证 
明 的 公式 ， 可 以 假设 从 O5 旋 转 到 OA 的 最 小 正 角 就 是 (2,5)， 这 
个 角 与 角 一 有 相同 的 始 边 与 终 边 ， 于 是 
cos(2,D) 一 cos(a 一 8)， 
又 由 于 |2| 王 12| 王 1， 我 们 得 到 
人 .0 一 |2l2lcos (一 89) 一 cos (一 8). 
另 一 方面 ， 用 向 量 的 坐标 表示 来 计算 数量 积 ， 我 们 有 


本 


.D 一 cos wcos 8 十 sin asin 有 8. 


4(cosa ,Sina) 


图 8-4-5$ 


综 上 所 述 ， 
cos (ao 一 DB) 一 cos wcos 8 十 sin asin P. 

人 @@ 国 将 质量 为 20 kg 的 物体 用 两 根 绳子 悬挂 起 来 ， 如 图 
8-4-6(1) ， 两 根 绳子 与 铅 重 线 的 夹 角 分 别 为 45* 与 30". 求 它们 分 
别提 供 的 拉力 的 大 小 .〈 结 果 精 确 到 0.1 N) 

解 ” 设 两 根 绳子 的 拉力 分 别 是 六 与 声 ， 则 它们 的 合力 万 十 
与 物体 的 重力 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 即 矿 十 太 是 垂直 向 上 、 模 为 
20g(N) 的 向 量 ， 这 里 gs*9.8(Cmy/s: ) 是 重力 加 速度 . 


8-4-6 
以 下 与 大 的 公共 作用 点 为 原点 ， 以 万 十 瑚 为 y 轴 的 正 半 轴 ， 


建立 平面 直角 坐标 系 ， 如 图 8- 人 6(2) 所 示 . 
令 a 一 | 万 |， 0 一 | 太 |， 则 


2 o 2 2 
万 一 w(Ccos 45 ，Sin 45 =( 倍 w 公 中 
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8.4 向 量 的 应 用 


万 =5(cos120"sin1205 一 [一 2 罗 | 


因为 户 十 耗 一 (0,20g5)， 所 以 


| 条- 
人 


解 得 cc 王 10(V6 一 V2 )g=z101.5(N) ，0 一 20(CV3 一 1) gz143.5(N). 
绿 上 所 述 ， 这 两 根 绳子 所 提供 的 拉 态 分 别 约 为 101.5 N 和 
143.5 N. 


练习 8.4(2) 


1. 已 知 两 个 力 (单位 : N) 万 与 玉 的 夹 角 为 60"， 其 中 万 一 (2,0). 某 质 点 在 这 两 个 力 的 
共同 作用 下 ， 由 点 A(1,1) 移 动 至 点 也 (6,6)( 单 位 : my)， 

(1) 求 玉 ; 

(2) 求 矿 与 太 的 合力 对 质点 所 做 的 功 . 

2. 已 知 平面 上 三 点 入 、 妃 、C 的 坐标 分 别 是 (1,7)、(2,2)、(0,1)， 书 为 直线 AC 上 
的 一 动 点 . 问 ， 也 在 什么 位 置 时 ，| 互 | 取 到 最 小 值 ? 


虱 纱 习题 8.4 
A 组 | 


1 已 知 平面 上 A、B 两 点 的 坐标 分 别 是 (3,5)、(0,1)，P 为 直线 AB 上 一 点 ， 日 念 一 
= 求 点 P 的 坐标 


2. 已 知人 AABC 的 三 个 顶点 A、 妃 、C 的 坐标 分 别 是 (1,2)、(2,3)、(3,7)， 求 此 三 角 
形 的 面积 . 

3. 用 向 量 方法 证 明 三 角形 的 余弦 定理 . 

4. 葵 形 是 四 条 边 都 相等 的 四 边 形 . 用 向 量 方法 证 明 蒙 形 的 对 忆 C 


角 线 相 重 直 . 到 
5. 如 图 ,已 知 M、N 是 平行 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C 上 


的 两 点 ， 且 AM=CN. 求证 : BMDN 是 平行 四 边 形 . 
(第 5 题 ) 
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1. 证 明 : 三 角形 的 三 条 中 线 相 交 于 一 点 . 
2. 已 知 平面 上 不 共 线 的 三 点 A(Czli,yl)、 总 (zs,ys) 与 CCzayy3s)， 求证 : 和 人 ABC 的 


1 
面积 S 一 7 |zi(y。 ya3) 上 2(Cya yi1) HZzs(Cy1 一 y2) |. 


3. 已 知 w&、0 均 为 正 数 ， 上 且 “十 0 一 1. 求证 (十 2)2 十 (0 十 3)2 之 18. 
4. 已 知 ABCD 是 正方 形 ，M 是 AB 边 的 中 点 ， 点 五 在 对 角 线 AC 上 ,， 且 A : EC== 


3 : 1. 求证 ; AMED= 了 7， 


5$. 用 向 量 方法 证 明 : 把 一 个 平行 四 边 形 的 一 个 顶点 和 两 条 不 过 此 项 点 的 边 的 中 点 分 别 
连 线 ， 则 这 两 条 连 线 三 等 分 此 平行 四 边 形 的 一 条 对 角 线 . 


国 阔 探究 与 实 眠 


宇航 员 的 训练 


地 球 的 重力 加 速度 与 月 球 以 及 其 他 星球 的 重力 加 速度 是 不 同 
的 . 为 了 使 宇航 员 适 应 不 同 的 重力 环境 ， 宇 航 训练 部 建造 了 训练 装 
置 : 如 图 8-4-7， 一 个 可 滑动 的 连 杆 与 人 的 腰部 联结 ， 人 在 一 个 固 
定 的 斜面 上 行走 ， 连 杆 与 斜面 始终 保持 平行 ， 适 当 调整 这 个 斜面 的 
位 置 ， 可 使 人 对 斜面 的 作用 力 相 当 于 人 在 某 个 星体 上 的 重力 . 


(GD) 已 知 月 球 重力 加 速度 g&， 是 地 球 重力 加 速度 g 的 二 ， 为 模 


拟 月 球 重 力 对 宇航 人 员 的 作用 ， 角 2 的 大 小 应 如 何 选取 ? 
《2) 先 查 出 火星 重力 加 速度 的 数据 ， 并 判断 当 2=68 时 该 装置 
能 否 训练 去 火星 的 宇航 员 . 


际 课 后 阅读 


话说 向 量 


向 量 的 故事 可 以 追溯 到 下 远 的 年 代 . 早年 的 向 量 一 物理 学 家 称 之 为 "矢量 "， 只 是 
理学 专门 用 来 表示 力 和 速度 等 物理 量 的 工具 ， 并 不 为 数学 家 所 重视 . 古 和 希腊 学 者 亚 里 士 多 
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8.4 向 量 的 应 用 


德 (Aristotle) 已 经 知道 两 个 力 的 合成 可 以 用 平行 四 边 形 的 法 则 得 到 , 但 是 ， 在 欧 几 里 得 
(Euclid) 集 证 布 腾 数学 大 成 的 4 几何 原本 》 中 ， 却 没有 讨论 向 量 . 此 后 2 000 年 左右 ， 不 管 
是 文艺 复兴 时 期 ， 还 是 牛顿 (1 Newton) 与 莱 布 尼 效 4《G. Leibniz) 创 立 微 积分 之 后 的 17、18 
世纪 ， 人 们 对 向 量 的 认识 并 没有 发 生 什 么 根本 性 的 变化 . 但 进入 19 世纪 ， 事 情 开始 有 了 
很 大 的 转机 . 其 中 ， 对 ”复数 “( 将 在 下 一 章 学 习 ) 认 识 的 深 入 起 了 重要 的 推动 作用 . 为 了 更 
好 地 理解 复数 ， 丹 麦 数 学 家 韦 贺 尔 (C. Wessel) 于 1797 年 ， 瑞 士 数 学 家 阿尔 冈 (J. Argand) 
于 1806 年 独立 地 建立 起 复数 的 几何 表示 ， 而 高 斯 (J. Gauss) 的 工作 则 使 这 一 原理 广 为 人 
知 ， 并 被 数学 家 们 普遍 接受 . 在 熟悉 复数 的 几何 表示 之 后 ， 数 学 家 们 逐步 认识 到 复数 可 用 
来 表示 和 研究 平面 上 的 向 量 . 平面 向 量 与 复数 之 间 建 立 起 一 一 对 应 ， 这 不 但 为 虚数 的 现实 
化 提供 了 可 能 ， 也 为 向 量 的 发 展开 尽 了 道路 . 

在 现代 数学 中 ,平面 上 和 空间 中 直观 的 向 量 被 形式 化 地 推广 为 高 维 向 量 ， 形 成 了 抽象 
的 向 量 空间 的 概念 ， 是 大 学 数学 中 线性 代数 的 主要 内 容 . 

向 量 连接 着 代数 和 几何 ， 连 接着 数学 与 物理 . 在 数学 上 ， 点 的 直角 坐标 、 向 量 的 坐标 
分 解 、 直 角 三 角形 中 锐角 的 正弦 与 余弦 、 复 数 的 实 部 与 虚 部 ， 这 些 概念 形式 上 不 同 ， 却 又 
彼此 相通 . 因此 ， 向 量 也 会 是 中 学 数学 舞台 上 一 位 独 具 魅 力 的 角色 . 
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面向 量 的 基本 概念 


向 量 : 模 为 1 鸭 


加 | 


] 量 ， 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 ， 常 用 &、AB 等 记号 表示 . 
量 的 模 : 向 量 的 大 小 ， 


零 回 量 : 其 模 为 0， 方 同 


量 避 鸭 里 位 同 量 是 [| 


丁 向量 : 万 向 相同 
等 同 量 : 方向 相同 
回 量 : 方 回 相 反 、 模 
量 的 线性 运算 


平面 向 量 的 加 法 、 


减法 : 运用 平行 四 ) 


《2) 减 去 一 个 向 量 等 


于 加 上 它 的 


《3) 买 数 导 平面 向 量 的 乘法 : 买 数 


门 


用 忆 


] 量 的 加 法 满足 父 换 律 
量 的 投影 与 数量 


本 ,0 ><<r 


] 量 的 夹 角 : 向 量 与 2 的 夹 角 ; 头 ( 字 
] 量 的 投影 : 向 量 2 在 3 反 =:| 问 


/| 


， 系 数 |2|cos 《2， 0 。 任 问 引 


了 与 2 的 数量 积 


] 量 的 数量 积 满足 父 


的 ( 即 对 向 量 的 加 减 满足 


基数 的 条 法 区 摧 ) 


面向 量 : 


平面 回 最 本 让 


以 唯一 地 表示 为 这 两 个 向 量 


上 任意 两 个 不 平行 的 同 量 


向 量 的 坐标 表示 : 人 在 


及 终点 举 


一 一 仆仆 一 


杯 (Cz ， 站) 示 为 q 一 Ce， 风 不 为 向量 
方向 上 的 单位 向 量 ? 
《3) 给 定 平 面 人 


与 BCn， ,y2 ) ， 网 呈 太 圭一 


5. 坐标 表示 下 的 向 量 运 算 
设 向 量 z=(zi,yi)，2 一 (zz ,yz)， 则 
(1) || =Vzi 十 y. 
《2) 2 士 2 一 (zi 士 z ,yi 士 y?). 
(3) MZ 一 (AMzl,Myl)， 人 GE 了 R. 
(4) .8 一 zz 十 yiy?， 
6. 向 量 的 夹 角 、 平 行 与 垂直 
设 向 量 z=(zi,y)，2 一 (zy?)， 则 

忆 .D ZI17Z2 十 y1y2 
人 
(2) 7NM5 全 5 一 i2CAER) 或 2 一 CER) 全 riyy 一 zy1. 
(3) 2Z12 名 2 .020=0 估 zz 十 y1y? 一 0. 
7. 向 量 的 应 用 
要 体会 如 何 从 各 种 有 关 的 问题 中 抽象 出 相应 的 向 量 问题 ， 并 用 所 掌握 的 向 量 方法 解决 
这 个 向 量 问题 ， 从 而 使 原 问题 得 以 解决 . 


国 办 复习 惠 


1. 如 图 ， 在 边 长 为 1 的 小 正方 形 组 成 的 网 格 上 ， 求 : 

G) |1A5I|; 全 [站 (3) |EFI|. 

2. 已 知 亏 、2 均 为 非 零 向 量 ， 写 出 |& 二 2| 王 12| 十 181 成立 的 充 
要 条 件 . 

3. 已 知之 、2 为 非 零 向 量 ， 且 、5、52 一 亿 在 同一 起 点 上 . 求 


证 :它们 的 终点 在 同一 条 直线 上 (第 1 题 ) 
4. 在 矩形 ABCD 中 , 边 AB、AD 的 长 分 别 为 2、1,， 香 M、N 分 别 是 边 BC、CD 上 
EN 
和 点 ， 且 j 一 一 人- ， 则 AM .AN 的 取 值 范围 是 
的 点 ， 且 满足 | 一 1E ， 则 的 取 值 范围 是 


S$. 已 知 两 个 向 量 吉 、 豆 满足 | 可 | 王 2，| 可 | 王 1，( 全 ,@) 一 60 ， 且 向 量 2 他 十 7 到 与 向 
量 如 十 422 的 夹 角 为 钝 角 . 求实 数 、 的 取 值 范 围 . 

6. 已 知 向 量 之 =(1,0)，2 一 (2,1)， 

(1) 求 1z 十 32 | ; 

(2) 当下 为何 实数 时 ， 刀 一 2 与 了 十 32 平行 ?平行 时 它们 是 同 向 还 是 反 向 ? 
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7. 已 知 在 平面 直角 坐标 系 中 ，O 为 原点 ， 上 点 A(4, 一 3)， 妃 (一 5,12). 

(G1) 求 向 量 人 五 的 坐标 及 |AB | ; 

(2) 已 知 向 量 OG= 2 04 上 +0OE，0OD= OA 一 3 0 方 ， 求 OC 及 0 万 的 坐标 ; 

(3) 求 O4 . O5. 

8. 已 知 向 量 2 一 (3, 一 2) ，2 一 (一 2,1)，z 一 (7, 一 4)， 求 人 1、w， 使 得 2 一 和 十 |， 


9 已 知 瞩 Ma ,一 分 、NC 一 5, 一 1)， 目 MMR 求 点 己 的 坐标 . 
10. 在 等 腰 三 角形 ABC 中 ， 已 知 万 为 底 边 BC 的 中 点 . 求证 : AD | BC. 


11. 如 图 ， 在 四 边 形 ABCD 中 ，G 为 对 角 线 AC 与 BD 中 中 点 忆 
连 线 MN 的 中 点 ， 忆 为 平面 上 任意 给 定 定 的 一 点 . 求证 : 4 PG=- 量 
PA 二 PB 二 PC 十 PD. 有 
12. 在 四 边 形 ABCD 中 ， 向 量 AB= 7 二 2，BC 王 一 47 一 7， 
CD= 一 57 一 37. 求证 ，ABCD 为 梯形 . 也 C 


> 


1. 已 知 习 、2 、z 均 为 非 零 向 量 ， 其 中 的 任意 两 个 向 量 都 不 平行 ， 且 十 2 与 ?是 平行 
向 量 ，Z 十 ez 与 2 是 平行 向 量 . 求证 : 2 十 z 与 也 是 平行 向 量 


、 一 ~ 1 一 ~ 、 
2. 如 图 , 点 4A、M、 吕 在 同一 条 直线 上 ， 点 O 不 在 该 直线 上 ， 且 4AM 一 了 4B. 设 


(6 及 三 记 [2 OV=- C， 试用 向 量 2Q、 0 表示 忆 . 


< 加 


(第 2 题 ) (第 4 题 


Mo | 王 
TS 


3. 设 平面 上 有 两 个 向 量 & 一 (cos ,sin co)(0"<a<360?)， 下 

(1) 求证 ;向量 之 十 2 与 之 一 2 垂直 ; 

(2) 当 向 量 V3&+2 与 2 一 vV32 的 模 相 等 时 ， 求 a 的 大 小 . 

4. 如 图 ,在 矩形 ABCD 中 ，AB=v2，BC=2, 瑟 为 BC 的 中 点 ,点 在 边 CD 上 且 
4 态 .4AF=v3. 求 4 .BF 的 值 

5. 已 知 等 边 三 角形 ABC 的 边 长 为 1，BC=z，C4A=5，A5=z> 求 了 5。 ze 十 


攻 
”CQ 。 


本 
C 


复习 题 


0 


6. 已 知 向 量 O0A 一 ,12)，0B 一 (4,5)，OC= (一 上 ,10)， 且 A、B、C 三 点 共 线 . 求 
实数 & 的 值 . 

7. 已 知 向 量 04 = (1,7)，0O5=(5,1)，O5 一 (2,1)，K 为 直线 OP 上 的 一 个 动 点 ， 当 
天 全 .天 方 取 最 小 值 时 ， 求 向 量 O 开 的 坐标 . 

8. 如 图 ， 在 正方 形 ABCD 中 , 尸 是 对 角 线 AC 上 一 点 ，PFE 垂直 AB 于 点 正 ，PF 垂 
直 BC 于 点 开 . 求证 ，PD | FEF， 


4 入 -一 2 
(第 8 题 ) (第 10 题 ) 


9. 证 明 : 三 角形 的 三 条 高 相交 于 一 点 . 
10. 如 图 ， 甲 、 乙 分 处 河 的 两 岸 ， 欲 拉 船 M 逆流 而 上 ， 需 在 正 前 方 有 3 000 N 的 力 . 


已 知 甲 所 用 的 力 契 的 大 小 为 2 000 N， 上 且 与 M 的 前 进 方向 的 夹 角 为 5. 求 乙 所 用 的 力 硝 


1 在 AABC 中 ，AB=AC=5，BC=6，M 是 边 AC 上 靠近 A 的 一 个 三 等 分 点 ， 问 ， 
在 线段 BM 上 是 否 存在 点 已 ， 使 得 PC_ | BM? 

2. 在 AABC 中 ,已 知 点 O、G、 互 分 别 是 三 角形 的 外 心 、 重 心 和 重心 . 求证 ，O、 
G、 互 三 点 共 线 . 〈 此 直线 称 为 欧 拉线 ) 


je] 


实 系数 一 元 二 次 方程 并 不 是 总 有 实数 解 
的 ， 这 是 因为 在 实数 范围 内 负数 不 能 进行 开平 
方 运算 . 在 数学 的 发 展 史 上 有 一 件 有 意思 的 事 : 
数学 家 在 研究 三 次 方程 求解 的 过 程 中 ， 即 使 最 
终 得 到 实 根 ， 过 程 中 却 常 常 要 对 一 些 负数 开平 
方 ， 遇 到 了 难以 自圆其说 的 起 柳 . 于 是 ， 一 种 


被 称 作 为 “ 鹿 数 ”的 新 数 于 16 世纪 开始 被 引入 
了 数学 . 实数 与 虚数 合 称 为 复数 ， 

复数 是 人 类 理性 思维 的 演绎 成 果 ， 它 的 产 
生 首 先是 因为 数学 家 解决 数学 自身 问题 的 需 
要 ， 在 很 长 的 一 段 时 间 内 ， 人 们 并 不 清楚 它 与 
现实 世界 到 底 有 怎样 的 联系 . 后来， 数学 家 建 
立 了 复数 与 向 量 ， 即 复数 与 几何 的 关联 ， 在 大 
学 学 习 力 学 和 电磁 学 时 ,会 看 到 复数 在 其 中 的 
重要 作用 ， 复 数 在 数学 及 其 他 科学 领域 中 也 越 
来 越 体现 出 它 的 重要 性 现在 ， 复 数 已 经 成 为 
数学 工作 者 与 许多 领域 的 科技 人 员 熟 练 掌 握 并 
广泛 应 用 的 基本 数学 工具 . 
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E 多 复数 及 其 四 则 运算 


台 复数 的 引入 与 复数 的 四 则 运算 


为 了 解决 负数 的 开平 方 问题 ， 数 学 家 引入 了 一 个 不 同 于 实数 
的 新 数 1， 称 为 虚数 单位 (imaginary unit) ， 并 规定 


即 规定 1 是 一 1 的 一 个 平方 根 . 更 一 般 地 ， 把 任意 ER 与 虚数 单 
位 i 的 乘积 记 为 li， 并 规定 虚数 单位 与 实数 间 的 乘法 满足 交换 律 
与 结合 律 . 对 于 和 i， 我 们 有 ， 
(0 访 一 (iD (0OD 一 0 一 一 02， 

即 01 是 一 六 的 一 个 平方 根 . 上 只 要 0 天 0， 一 六 就 是 一 个 负数 ， 而 
且 任何 负数 都 具有 这 个 形式 ， 因此， 引进 虚数 单位 后 ， 我 们 得 到 
了 所 有 负数 的 平方 根 . 

一 个 实数 za 可 以 与 形 如 pi ER) 的 数 相 加 ， 规 定 把 它们 的 
和 用 实 系数 二 项 式 的 形式 表示 成 < 十 站. 

定义 ” 形 如 < 二 poiCa、oER) 的 数 称 为 一 个 复数 (complex 
number). 

全 体 复数 构成 的 集合 用 字母 C 表示 . 

我 们 约定 : 

(1) 复数 < 十 pi 王 0 (C、pER) 全 < 一 0 目 0 王 0; 

(2) 复数 < 十 pi=c 十 di(c、0、c、CER) 全 < 一 c 上 且 0 一 dd 

在 前 面 规定 的 实数 与 虚数 单位 之 间 的 乘法 以 及 实数 与 0i 形 
式 的 复数 的 加 法 基础 上 ， 可 以 定义 两 个 复数 之 间 的 加 法 、 减 法 和 

两 个 复数 的 相 加 或 相 减 ， 按 多 项 式 相 加 或 相 减 ， 再 进行 去 括 
号 与 合并 同类 项 . 因此 ， 我 们 有 如 下 的 公式 : 


9.1 复数 及 其 四 则 运算 


两 个 复数 相 乘 ， 可 按 多 项 式 相 乘 ， 再 用 条 件 工 = 一 1 化 简 整 
理 所 得 的 结果 . 因此 ， 如 果 a、2、c、ZER,， 那么 
(十 bi)(c 十 di 二 ac 十 bci 十 adQi 十 0C 
二 (ac 一 CQ ) 十 (Coc 十 CQ Di. 
这 样 ， 我 们 得 到 了 如 下 复数 乘法 的 公式 : 


(的 全 证 区 人 间作 7 作文 圾 二 二 全 2 二 信和 站 与 初中 学 过 的 形 


如 4 十 0V2 的 根 式 之 间 
(2、0、c、ZESR). 的 运算 作 个 类 上 比 . 


复数 加 法 与 乘法 满足 交换 律 、 结 合 律 与 乘法 对 加 法 的 分 
配 待 . 
虽然 这 里 列 出 了 复数 加 法 、 减 法 和 乘法 的 公式 ， 但 在 实际 计 
算 中 ， 其 实 不 必 硬 记 并 套用 公式 ， 用 多 项 式 运 算 的 方式 直接 解 题 
也 是 非常 简洁 的 . 
计算 ， 
(1) (1 十 3D) 十 (一 4 十 21) ; 
(2) (3 一 2 一 (3 十 21D) ; 
(3) (2 一 3D(4 十 2D ; 
(4) (1 十 20(3 十 4D( 一 2 十 i. 
解 〈1) (1 十 3D 十 (一 4 十 2 一 (1 一 4 十 (3 十 2)i 一 一 3 十 5i. 
(2) (3 一 2 一 (3 十 2 一 (3 一 3) 十 (一 2 一 2)i 一 一 4 . 
(3) (2 一 3D)(4 十 2 一 2X4 十 2X2i 一 4X3i 一 (20 X(3i 
一 8 十 4i 一 12i 一 6X( 一 IJ) 一 14 一 8i . 
(4) (1 十 20(3 十 4D( 一 2 十 i 
一 (1 色 3 十 1X4i 十 3 义 2i 十 2X4P2)( 一 2 十 
一 (一 5 十 10D) (一 2 十 iD 
一 (一 5) X( 一 2) 一 5i 一 2 又 10i 十 102 一 一 25i . 


下 面 讨论 复数 系 中 的 除法 运算 . 
就 像 在 实数 系 中 一 样 ， 复 数 系 中 的 除法 也 是 作为 乘法 的 逆 运 
算 定 义 的 . 复数 ec 十 bi (Ca 、2DER) 除 以 非 零 复 数 c+di(c、ZE 
R) ， 承 是 求 一 个 复数 z 十 yi (rz、yER)， 使 得 
〈(c 十 dz 十 yD 一 & 十 01. 
为 了 找 出 并 二 yi， 我 们 把 上 式 两 边 同 乘 c 一 di， 得 到 
(cc 一 dD(CcT 二 cdDCZz 十 yD 一 (cc 一 da 十 0 ， 
即 (c2 十 d2)(z 十 yi 一 (ac 十 0 ) 十 (Coc 一 CdD)i 
由 于 c 十 di 是 一 个 非 零 复数 ， 实 数 c 十 性 关 0， 从 而 可 以 在 等 式 
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这 个 方法 是 否 似 


曾 相 识 ? 与 分 母 有 理 
化 过 程 做 一 比较 . 
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两 边 同 乘 -二 二， 得 到 
CC 十 DC 一 <4; 
C 十 dl cz 十 di 

下 一 步 ， 我 们 用 复数 乘法 公式 不 难 验证 求 出 的 z 十 yi 确实 满 
足 (c 十 di(Cz 十 yiD 一 4 十 0i( 留 作 习 题 )， 这 就 证 明了 十 yi 的 存 
在 性 及 唯一 性 . 因此 ,在 复数 系 中 可 以 做 除法 ， 且 如 果 把 < 十 避 


除 以 < 十 di 的 商 以 分 式 形式 记 为 二， 就 有 如 下 复数 除法 公式 ， 


并 十 yl 一 


下 他 上 妈 庆生 有 从 
IE 
(CC、D、c、dER，c 十 Qi 天 0). 


与 做 复数 的 加 减法 及 乘法 类 似 ， 同 学 们 并 不 需要 死记 这 个 除 
法 公 于 实际 要 做 的 只 是 化 简 分 式 <- 我 们 可 以 把 分 子 与 分 


母 同 乘 一 gi 后 再 化 简 整理 ， 即 得 
下 二 员 《ae 一 已 


(ac 十 2d) 十 (pc 一 CCD)1 


c 二 di (二 db 一 2D c2 十 dl 
QC 十 bd pc 一 QQ . 
和 
四 计算 : 
3 十 1 
〈]) 7 一] ; 
1 十 V2i 
(2) 2 
1 一 V21i 
Fi (3 二 iD(2+D (6 一 D) 十 (3 十 Di 5 二 5i 
SI 
1 GTV2D 1 十 2V2i 一 2 1 2V2， 
1 3 3 


我 们 还 约定 若干 个 相同 复数 相 乘 可 以 写成 过 的 形式 : 对 任意 复 
数 c 二 pi 、2ER) 与 任何 正 整数 ，(c 十 0)7” 表示 7 个 < 十 2i 相 乘 . 
非 零 复数 的 负 指 数 蝴 也 是 有 意义 的 : 当 &< 十 2i 夭 0 时 ， 对 任 


当 < 十 0i 天 0 时 ， 还 约定 


] 
救 尖 AN 
何 正 整数 2，(〈Q& 十 0D) (CC 十 Di ; 


(& 十 Di 一 1 
同 底数 震 的 运算 规则 同样 适用 于 复数 ， 如 (十 2D7”(a 十 0 


9.1 复数 及 其 四 则 运算 


一 (十 20 2，[LC 十 0 一 (十 00 世 (这 里 加 、72 都 是 整数 ). 
此 外 ， 因 为 复数 关于 加 法 和 乘法 的 运算 律 都 成 立 ， 所 以 两 实 
数 和 ( 郑 ) 的 完全 平方 公式 以 及 平方 差 公 式 等 各 用 的 乘法 公式 在 复 
数 范围 内 也 都 适用 . 
G) 计算 虚数 单位 i 的 整数 次 宕 ， 并 拷 出 规律 ， 
(2) 对 任意 整数 姑 ， 计 算 让 十 庆生 十 这 玫 十 训 二 
解 〈1) 我 们 有 
让 二 放 这 二 一 1 让 三 之 义 旋 一 六 到 一 疙 关 王 全 (一 也 一] 
由 最 后 一 个 等 式 ， 推 知 对 任意 整数 2， 疡 三 人) 三 了 三 1. 因此 ， 
i 的 需 的 一 般 规律 是 : 对 任意 给 定 的 整数 2”， 均 有 
种 一 1，i+1 一 i， 训 + 一 一 1，im+3 一 
(2 这 于 证 全 古训 和 下 这 汪 二 和 (二 论 二 这) 
= 天 虞 十 计 ( 一 六 十 (一 引 =0 
计算 ，(a 十 60 一 (一 0D2(a、0ER)， 
解 〈z 十 pi 一 (一 iD 
一 [L(Z 十 0D 十 (一 pi Ca 十 0D 一 (< 一 iD 
一 (2a) 久 (201) 一 4c01 


ED 一 一 


1. 已 知 (Z 十 2y) 十 (5z 一 y)i 一 9 十 1i， 其 中 工 、yER. 求 z、y 的 值 . 


一 1 


2. 计算 ; 

二 一 
1 3 

让 人 站 0 《和 
2 二 二 二 六 

(5 ) 本 (6) 二 [一 二 


攻 示 复数 的 实 部 、 虚 部 与 共 斩 


我 们 已 经 引入 了 复数 并 介绍 了 复数 的 四 则 运算 ， 本 小 节 将 进 
一 步 介绍 与 复数 有 关 的 一 些 概念 ， 以 期 对 复数 及 其 运算 有 更 好 的 
把 握 与 理解 . 

复数 的 表达 方式 < 十 2i (4、DER) 称 为 它 的 代数 形式 ， 其 中 
的 实数 ax 和 2 分 别 叫做 该 复数 的 实 部 (real part) 和 虚 言 
Cimaginary part). 为 了 行文 的 简 清 与 方便 ， 复 数 也 常 背 用 单个 字 
母 ( 篆 用 =) 来 表示 ， 此 时 它 的 实 部 和 虚 部 分 别 记 作 Re > 与 Im >. 


1 


1 


即 ， 若 复数 >=a 十 0i (aa、OER)， 则 Re z 王 <，JIm > 一 0. 若 复 
数 > 一 a 十 0i 的 虚 部 为 零 ， 即 2 王 0， 则 > 王 a 是 个 实数 ， 洒 0 汉 0 
时 ，>x 称 为 虚数 Cimaginary number). 特别 地 ， 当 < =0 但 0 矢 0 
时 ，zx 王 0i 称 为 纯 虚 数 (pure imaginary number). 我 们 已 经 知道 ， 
zx 一 0 当 且 仅 当 z=0 且 2=0， 此 时 > 是 一 个 实数 . 

实数 是 虚 部 等 于 零 的 复数 ， 因 此 ， 实 数 集合 是 复数 集合 的 子 
集 ， 并 且 是 一 个 真子 集 ， 即 RCC . 

复数 可 以 按 以 下 方式 分 类 


复数 (= 一 4 十 pi，&、 oem 


实数 (0 一 0) 
虚数 (0 二 0) 
| 绩 虚 数 (6 二 0，a 一 0) 


填写 下 表 : 


湛 


臣 


荔 | 双 | 芭 | 臣 


求实 数 立 的 值 或 取 值 范围 ， 使 得 复数 


z 一 122 十 7 一 2 十 (7 一 1)i 


分 别 是 : 
(1) 实数 ; (2) 虚数 ; 
(3) 纯 虚 数 ; (4) 0. 


解 〈1) >z 为 实数 当 有 上 且 仅 当 M 一 1I 王 0， 即 和 一 1 或 刀 一 一 |. 
所 以 ， 当 和 闷 王 1 或 罗 王 一 1 时， 复数 = 一 7 十 加 一 2 十 (072 一 1)i 
是 实数 

(2) > 是 虚数 当 且 仅 当 7 一 1 和 关 0， 即 痛 夭 1 且 和 天 一 1. 所 
以 ， 当 和 < 于 一 1 或 一 1< 7 <]1 或 加 >1 时， 复数 > 王 7M2 十 思 一 2 十 


(MX 一 1)1 是 虚数 . 
7 十 7 一 2 一 0， | 0 十 2)07 一 ]) 一 0， 

ee 56 记 数 当 且 公 当 | 邓 一 0， 1 Orz 十 DOz 一 Dz0， 
唯一 满足 此 条 件 的 2 的 值 是 冯 王 一 2. 所 以 ， 当 和 一 一 2 时 ， 复 
数 z 王 7M 2 十 思 一 2 十 072 一 1)1 是 纯 虚 数 . 
人 B | (7 十 2)(07 一 1]) 一 0， 
[52 一 1] 一 0， [Gom 十 DGOz 一 D) 一 0， 
唯一 满足 此 条 件 的 7 的 值 是 刀 2 王 1. 所 以 ， 当 和 1 时， 复数 
z 一 72 十 力 一 2 十 (7 一 1)i 等 于 0. 


在 推导 复数 除法 公式 时 ， 如 果 除 数 ( 如 果 把 除法 写成 分 式 ， 
就 是 分 母 ) 是 c 二 aiCc、ZER)， 我 们 把 被 除数 与 除数 (分 子 与 分 
母 ) 同 乘 复 数 c 一 di， 就 可 把 除数 (分 母 ) 化 为 实数 邱 十 邓 . 像 c 十 di 
与 c 一 di (c、&ER) 这 样 实 部 相同 而 虚 部 互 为 相反 数 的 一 对 复数 
叫做 共 斩 复 数 (conjugate complex number)， 也 称 这 两 个 复数 
互 为 共 生 ， 或 者 说 其 中 的 一 个 数 是 兄 一 个 数 的 共 斩 复 数 . 共 斩 复 
数 是 复数 理论 中 的 一 个 重要 概念 . 一 对 共 斩 复 数 的 积 必 为 实数 ， 
用 此 性 质 可 以 把 分 母 的 虚数 化 为 实数 ， 从 而 把 除法 的 结果 写成 复 
数 的 代数 形式 . 共 斩 复 数 的 更 多 性 质 和 应 用 在 进一步 的 学 习 中 还 
会 见 到 . 

一 个 复数 = 的 共 斩 复 数 记 为 =. 因此 ， 知 = 一 4 十 Oi (za、0E 
R)， 则 一 2 一 2. 共 生 复 数 具 有 如 下 性 质 : 


(4) zx 一 0 当 且 仅 妆 


(1) 一 个 复数 的 共 斩 复 数 的 共 生 复 数 是 它 自己 ， 即 对 
任何 复数 >， 乏 一 >; 

《2) 取 共 斩 复 数 的 过 程 与 复数 的 四 则 运算 可 交换 ， 即 
对 复数 之 1 与 之 2， 


Z1 士 z? 一 之 1 士 Z2 ， 之 1 之 2 一 之 ] 之 2 ， 


目 当 而 5 时 于 


之 1 
之 2 


性 质 (1) 从 共 罗 复 数 的 定义 即 得 . 


9.1 复数 及 其 四 则 运算 


性 质 (2) 的 含义 
是 ， 两 个 过 程 ( 取 共 
斩 ? 与 “ 作 四 则 运算 
的 先后 次 序 可 以 交换 ， 
即 对 一 个 四 则 运算 的 
结果 取 共 力 ， 与 先 对 
参与 四 则 运算 的 各 数 
取 共 斩 后 再 作 四 则 运 
算 ， 所 得 的 结果 是 一 
样 的 . 
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性 质 (2) 对 加 法 与 减法 ， 验 证 是 直截了当 的 ， 留 作 练 习 ， 下 
面 对 乘 法 与 除法 分 别 验证 这 个 性 质 . 
设 zx 一 4 十 Di，z? 一 Cc 十 Qi(aC、0、c、dwER)， 则 
zzZ2 一 (4 一 DC 一 0 一 (ac 一 0 一 (QQ 十 bc)1 
一 (ac 一 pq ) 十 (add 十 bc)1 一 ZIZ2， 
从 而 乘法 的 情况 得 证 . 


现 设 : 径 0， 则 由 乘法 情形 的 结果 ， 有 ( 二) 去 一 (过 sj 一 


ee 
这 就 是 除法 时 的 结论 . 
@@ 吏 设 > 是 复数 , 求证; == :> 是 >ER 的 充 要 条 件 . 
证 明 “必要 性 , 由 >ER， 可 知 = 的 代数 形式 < 十 让 (z、DER) 
中 0 一 0， 所 以 z 一 >. 
充分 性 : 设 复数 >=a 十 pi (CC、0ER) 满 足 z 王 这 ， 即 4 十 Oi 
一 4 一 站 由 复数 相等 的 充 要 条 件 ， 得 0 一 一 5， 从 而 6=0， 即 
>CR. 


设 x, 一 1 十 3i，v* 一 1 一 i 求 复数 >， 使 得 一 三 . 


之 2 
解 ”根据 条 件 ， 并 由 共 斩 复 数 的 性 质 ， 得 到 
2 1 一 3i (1 一 3D0)(1 一 D 
Z2 1 二 1 (十 DC1L 一 亡 
局 一 3 二 《一 3 一 1 2 一 41 
加 下 十 并 2 


党 


1. 对 复数 xz1、zzEC， 验 证 : zl1 十 zz 一 2 十 Z7，Z1 一 Z7 一 芝 ] 一 之 2 
2. 在 下 列 复 数 中 ， 哪 些 是 实数 ? 哪些 是 虚数 ?9 哪些 是 纯 虚 数 ? 各 数 的 实 部 和 庶 部 分 别 


是 什么 ? 
5 十 6i、 人 
3. 下 列 关于 复数 = 和 z 的 命题 是 真 命题 还 是 假 命题 ? 请 给 出 结论 并 说 明理 由 . 
(1) zx 十 之 一 定 是 实数 ; (2) > 一 有 一定 是 纯 虚 数 ; 
(3) 车 z 一 z 王 0， 则 > 是 实数 ; (4) 车 > 十 z 一 0， 则 > 是 纯 虚 数 ， 
4. 求实 数 7 的 值 或 取 值 范围 ， 使 得 复数 > 一 (7m 十 2) 十 (一 1)i 分 别 是 
(1) 实数 ; (2) 虚数 ; (3) 纯 庶 数 . 
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9.1 复数 及 其 四 则 运算 


区 习题 9.1 


1. 已 知 复数 (xz 十 y] 十 (5z 十 3 一 16) 这 一 人， 其 中 二 、yER. 求 z、y 的 值 


2. 已 知 (z 十 y) 一 Zyi 一 一 5 十 241， 其 中 zz、yER. 求 z、y 的 值 . 

3. 计算 : 
1 13 2 5 

人 有 区 二 一 

(3) [zx 十 六 十 (xz 一 0 器 一 [C 一 站 一 (< 十 0) 口 (<、DER); 

(4) (4 一 3D0(3 十 4 ; (5) 〈 一 2 十 3D(5 一 4 ; 
vV2 _V2. 7 十 9i 

(6) (号 5 让 ; 人 

三 6 一 5i， 人 国 
2 十 31i V5 一 V3i V3 一 V5i 

2ac 十 2& pz 一 CQ 


4. 用 复数 乘法 公式 验证 : 若 c 十 di 入 0， 则 (c- LDL 


c2 十 dl2 | c2 十 cl2 让 一 < 十 0 


S. 已 知 复数 阅 一 (& 2 十 2) 十 (一 24 一 1D)i，z2 一 (a 一 06) 十 Co 十 ca)i， 其 中 ER. 看 >i 


十 zx 一 2 十 1， 


求 < 的 值 . 


6. 设 实 数 工 、y 使 得 (z 十 yiD)i 一 2 十 4 一 (zz 一 yiD)(1H+D， 求 工 、y 的 值 . 
二 让 元 2 5 

8. 求 复数 一 3 十 2i 与 复数 2 十 3i 的 乘积 的 共 斩 复 数 . 

站 且 二 为 纯 虚 数 ， 求 a 的 值 . 


10. 已 知 复数 > 一 1 十 1 ， 求 三 一 十 1 


过 十 1 
下 


的 值 . 


11. 求实 数 2 的 值 ， 使 得 复数 (mx 一 372 一 4 十 (0 一 5 一 6)1 分别 是 : 
(1) 实数 ; (2) 纯 虚 数 ; (3) 有 堆 . 
12. 已 知 (2z? 一 5z 十 2) 十 (y2 十 y 一 2)i 王 0， 其 中 zx、yER. 求 z、y 的 值 . 


1. 计算 : 
1 一 i 认 3 一 2 十 2V3i 
(1) (了 一] ; (2) 一 一 人 一 ; 
CS3TiD 
(3) (1 十 D2 一 (1 一 D1， 


14 1 


了 . ER | 1 
2. 已 知 复数 zx 一 5 十 101 及 zx， 一 3 一 4i， 且 复数 > 满足 -一 过 十 亏 - 求 =. 


3. 已 知 复数 (z 一 光一 7) 十 (zz 一 y 一 3)1 等 于 一 22， 其 中 z、yER. 求 z、y 的 值 . 
4. 已 知 (2z 十 3y) 十 (zz2 一 2)i 一 y 十 2 十 44， 其 中 z、yER. 求 z、y 的 值 . 
“一 上 5 6 二 

5. 是 否 存在 实数 几 ， 使 得 复数 = 一 me 十 2m 一 15 十 轩 二 5 一 6i 分 别 满足 下 列 条 件 ? 
香 存 在 ， 求 出 2 的 值 或 取 值 范 围 ; 若 不 存在 ， 请 说 明理 由 . 

(1) >z 是 实数 ; (2) > 是 虚数 ; 

(3) > 是 纯 虚 数 ; (4) > 是 零 . 

6. 选择 题 ， 

《1) 设 =1、 zz 和 GCC， 则 2 z2 中 至 少 有 一 个 虚数 ”是 “zi 一 > 为 虚数 ” 的 《 ) 


A. 充分 非 必要 条 件 ; B. 必要 非 充分 条 件 ; 
C. 充 要 条 件 ; D. 既 非 充分 也 非 必要 条 件 . 
《2) 若 实数 4 使 得 (1 一 ?十 (1 十 Da 夫 0， 则 3 
A. 天 1; B. < 天 一 1; 
C. 天 1 且 < 径 一 1 D. a 可 以 是 任意 实数 ， 
7. 如 果 复 数 > 满足 (1 十 2D0z 一 4 十 31， 求 =. 
8. 设 复数 = 一 十 6i， 其 中 、pDER，a 关 0 且 5 天 0. 求证 := 二 是 纯 虚 数 
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EEZ 多 复数 的 几何 意义 


攻 除 复 平 面 与 复数 的 坐标 表示 


复数 < 十 Oi(ae、pER) 一 一 对 应 于 有 序 实 数 对 (ec,p)， 而 有 
序 实数 对 (a,o) 与 平面 直角 坐标 系 中 的 点 Z(Ca,p) 又 是 一 一 对 应 
的 . 因此 ， 可 以 用 平面 直角 坐标 系 中 的 点 Z(a,0) 表 示 复 数 > 一 
4 十 01. 

如 图 9-2-1， 在 平面 上 建立 直角 坐标 系 ， 以 坐标 为 Ca,2) 的 
点 了 表示 复数 >= 王 4 十 0i， 就 可 在 平面 上 的 点 的 集合 与 复数 集合 
之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 . 这 样 用 来 表示 复数 的 平面 叫做 复 平 面 
(Ccomplex plane). 

在 复 平 面 上 ，>z 轴 上 的 点 具有 (a ,0) 形 式 的 坐标 ， 从 而 对 应 
的 都 是 实数 ， 所 以 把 z 轴 叫 做 实 轴 (real axis); 同 理 ，y 轴 上 的 
点 ( 除 坐 标 原 点 外 ) 都 对 应 纯 虚 数 ， 所 以 把 > 轴 叫 做 虚 轴 
Cimaginary axis). 坐标 原点 表示 实数 0， 

如 图 9-2-2， 共 恩 复数 >=< 十 0 和 zz 一 4 一 0i (CC、0GER) 在 复 
平面 上 所 对 应 的 点 Z(a,0) 和 Za ,一 站) 关于 xz 轴 对 称 ; 反 之， 
如 果 复 平面 上 的 两 个 点 关于 工 轴 对 称 ， 那 么 这 两 个 点 所 对 应 的 复 
数 互 为 共 斩 . 特别 地 ， 如 果 2=0， 即 > 是 实数 ， 则 > = 过 ,此 时 
ee 的 点 是 位 于 实 轴 上 的 同一 点 . 

在 复 平面 上 有 点 A(2,0)、B(0, 一 D) 、C( 一 2,3)、 
(4, 一 3)， 分 别 写 出 这 四 个 点 所 对 应 的 复数 > 、zpB、zc、xD， 
并 求 这 些 复数 的 共 斩 复 数 在 复 平 面 上 所 对 应 的 点 的 坐标 . 

解 xz, 一 2，zp 一 一 1，zc 一 一 2 十 31，zp 一 4 一 3i . 

这 些 复数 的 共 斩 复 数 分 别 是 zr 一 2，zp 一 1，zc 一 一 2 一 3i， 
zp 一 4 十 3i， 它 们 在 复 平 面 上 所 对 应 的 点 分 别 是 A (2,0)、B“ (0,1)、 
C“ (一 2, 一 3)、D“ (4,3)， 


攻 认 复数 的 向 量 表示 


上 一 章 我 们 学 过 平面 向 量 的 坐标 表示 ， 知 道 通过 平面 直角 坐 


复数 的 几何 意义 


143 


144 


标 系 ， 可 在 平面 向 量 与 平面 上 的 点 之 间 建立 一 一 对 应 . 现在 ， 我 
们 以 平面 直角 坐标 系 为 媒介 ， 又 可 以 通过 复数 与 平面 上 的 点 的 一 
一 对 应 ， 在 复数 与 平面 向 量 之 间 建 立 一 一 对 应 . 如 图 9-2-3， 复 
数 >=& 十 0i(Q、0ER) 在 复 平面 上 对 应 坐标 为 (wa,2) 的 点 Q， 而 
点 Z 又 对 应 于 平面 向 量 O2 一 (a ,0)， 从 而 复数 > 一 “十 丰 对 应 于 
平面 向 量 OZ 一 (< ,0)， 有 了 这 些 对 应 ， 我 们 可 以 把 复数 > 一 < 十 与 
方便 地 看 作 是 复 平面 上 的 点 ZCa ,0) 或 向 量 OZ2. 

@@ 辆 在 复 平面 上 作出 表示 下 列 复数 的 向 量 : 

z1 一 2 十 21，z? 一 一 3 一 21，z3 一 21，z4 一 一 4，z5 一 2 一 21 

解 在 复 平面 上 ， 表 示 复 数 z: 一 2 十 2i，z 一 一 3 一 2i， 
z3 一 21，z4 一 一 4，z5 一 2 一 2i 的 向 量 分 别 为 图 9-2-4 中 的 向 量 
04、05、OGC、0OD、OF. 

四国 设 复 平 面 上 的 点 A 和 点 也 所 对 应 的 复数 分 别 为 
xzA 一 CA 十 yaAi(CzaA、yaAER) 和 >zp 一 ZBp 十 ypi(z6a、ypER)， 试 
用 = 和 za 表示 复 平面 上 的 向 量 A 巨 所 对 应 的 复数 >. 

解 复 平 面 上 的 点 A 与 点 了 的 坐标 分 别 为 (za, ya ) 与 
(zayysB)， 故 向 量 AB 一 (zs 一 zayys 一 yaA)， 它 所 对 应 的 复数 是 
xz 一 (za 一 za) 十 (ye 一 yA)i 再 由 复数 减法 法 则 ， 可 得 一 


之 B 之 A。 


注意 ， 平 面 上 起 点 不 在 原点 的 向 量 所 表示 的 复数 是 该 向 量 相 
应 的 位 置身 量 所 表示 的 复数 上 例 说 明 ， 这 个 复数 是 向 量 终点 对 
应 的 复数 与 起 点 对 应 的 复数 之 差 ， 

亿 攻 量 ” 设 >EC， 复 平面 上 的 点 2 与 2 分别 表 示 > 与 zi. 

求证 ，02 1.027 

证 明 上 令 z 一 zTOiCz、 yGER)， 则 = 这 一 ?十 zi 从 而 O2 一 
(zy)，0Z 一 (一 %z)， 它 们 的 数量 积 是 02 .OZ 一 z( 一 y) 十 
yZ 一 0， 所 以 02 .10Z7. 


医 俏 复数 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 


我 们 已 经 知道 问 量 的 加 法 适用 平行 四 边 形 法 则 ， 在 将 复数 与 
平面 向 量 建立 一 一 对 应 后 ， 两 个 复数 的 和 是 否 与 对 应 的 向 量 的 和 
是 也 就 是 说 ， 在 复 平 面 上 是 否 也 可 以 用 平行 四 边 形 法 则 表 

述 复 数 的 加 法 呢 ? 


9.2 复数 的 几何 意义 


如 图 9-2-5， 复 数 一 a 十 i (ae 、5ER) 对 应 向 量 OZ 一 (0)， 
复数 x 一 c 二 di(c、4LER) 对 应 向 量 OZ: = (c,d). 由 于 复数 
z 一 z1 十 zx? 一 (4 十 c) 十 (0 十 d)i， 因 此 > 对 应 于 向 量 

有 
这 说 明 ， 两 个 复数 的 和 所 对 应 的 向 量 就 是 原来 两 个 复数 所 对 应 向 
量 的 和 ， 即 以 OZ; 与 OZ: 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 所 表示 的 
向 量 . 这 就 是 复数 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 . 同样， 两 个 复数 的 差 
zi 一 = 所 对 应 向 量 是 两 个 向 量 OZ 、OZ: 的 差 OZ1 一 OZ:. 

@@ 国 加 图 9-?-6， 在 复 平面 上 给 定 平行 四 边 形 O4BC， 
其 中 点 A 与 点 C 分 别 对 应 于 复数 zs 三 一 1 十 与 zc 一 3 十 2 . 求 
点 也 所 对 应 的 复数 . 

解 由 平行 四 边 形 ABCD， 根 据 复 数 加 法 的 平行 四 边 形 法 
则 ， 点 吾 所 对 应 的 复数 为 zx 十 zc 一 2 十 3i. 


一 一 


1. 当 复 数 > 满足 下 列 条 件 时 ， 分 别 指出 > 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 2 的 位 置 : 

(1) > 是正 实数 ; (2) > 是 负 实 数 ; 

(3) > 是 实 部 小 于 霍 、 庶 部 大 于 零 的 虚数 ; (4) z 是 虚 部 小 于 零 的 纯 虚 数 . 

2. 如 果 复 数 = 一 (mm 一 2) 十 (2 一 16)i (mm ER) 在 复 平 面 上 所 对 应 的 点 在 第 四 象限 ， 求 
7 的 取 值 范围 ， 

3. 设 复数 3 一 4i 与 5 一 6i 在 复 平面 上 所 对 应 的 向 量 分 别 为 OA 与 OB(O 为 坐标 原点 )， 
求 向 量 A 瑟 及 也 A 所 对 应 的 复数 ， 

4. 已 知 复 平面 上 有 点 C(2，4) 和 点 站 ， 使 得 向 量 C 万 所 对 应 的 复数 是 一 3 一 1 求 点 姜 
的 坐标 . 


区 从 复数 的 模 


复数 > 一 < 十 0i (ae 、0ER) 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 Z(a ,0) 到 
复数 的 模 也 称 为 
原点 的 距离 vc 十 ， 叫 做 复数 > 的 模 (modulus) ， 记 作 |z|. 这 
样 ， 复 数 > 一 ua 十 ia 、pER) 的 模 是 


| 晤 | 司 | 


由 于 复数 > 一 < 十 0i 的 模 与 该 复数 所 对 应 的 向 量 OZ 的 模 是 一 
致 的 ， 因 此 复数 的 模 也 可 以 说 成 是 其 对 应 的 向 量 的 模 
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求 下 列 复数 的 模 : 
(1) zx 一 3 十 41; 
(2) = 一 一 也 一 2 


解 (1 | 二 | 一 /可 二 在 一 5 
二 2 3 
G) 12 一 人 -二 + 一 


复数 的 模 有 如 下 性 质 : 


其 中 ，=、zi、z2EC， 并 在 关于 除法 的 性 质 中 需 假设 > 天 0. 
证 明 设 = 一 < 十 OoiCc、pOER)， 则 
|z| 王 Va2 十 02 一 Va2 十 (一 0)2 一 | 过 | ， 
zz 一 (4 十 0iD)( 一 0 一心 一 (0 一 0 十 0 一 | 二 |2. 
为 证 关于 乘法 的 性 质 ， 设 有 两 个 复数 zi 一 4 十 站 与 xz: 一 c 十 
di(o、0、c、wER)， 则 
| ziz?| 一 |(c 二 obD(Cc 十 diD| 
王 | (ac 一 2) 十 (CaC& 十 bc) 
一 V(ac 一 2) 十 (Ca& 二 pc) 
一 az2c2 一 2c0cd 十 02d2 十 a2d2 十 2cpcQ 十 02c2 
一 V(a2 十 02)(c2 十 dl2) 
一 Wa2 十 六 。wVWc2 十 dl 


一 | zl:||zsz|. 


到 
现在 ， 进一步 设 z2 天 0， 则 Z1 一 之 2 “” 全 韦 是 -| 站 


之 1 


|z1| 
之 2 


zi 
ER 攻 二 
已 知 复数 > 满足 lz| 一 1， 求 证 := 十 二 是 实数 . 


. 两边 除 以 | = | ， 就 得 到 


一 |z?| @ 


交 之 1 
之 2 之 2 


1 
证 明 由 |z| 一 1， 得 xz 一 |z 上 | 一 1， 所 以 z 一 二， 由 此 得 到 


= 十 二 一 = 二 =， 从 而 可 知 = 十 二 是 实数 


之 
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人 @@ 国 求 下 列 复 数 的 模 : 
(1 一 DT 十 21) 
站 


《7 一 3D)(C5 十 41) 


7 
(1 一 DC1 十 2 | 11 一 让 X|1 十 2i 
解 《1) 4 十 3i | 和 可 
12 十 (一 1)2 XV1z7 十 23 
42 十 3? 
_V1 
5 


《7 一 30)(5 十 410)1 
， 二 不 


7 一 3 与 7 十 3i，5 十 目 与 5 一 和 是 两 对 共 斩 复 数 ， 它 们 都 分 别 有 


RE 
和 


复数 的 模 还 有 如 下 性 质 : 对 = 、z*EC， 


一 二 世 引 = 风 


| 介 | 二 | 昌 | 芝 | 亲 寺 妥 |. 


这 不 过 是 “三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ” 这 个 性 质 的 另 一 种 表达 
方式 ， 即 必修 课程 第 2 章 所 述 的 “三 角 不 等 式 ” 如 图 9-2-7， 者 
复 平 面 上 2 、2， 是 复数 zx 、z* 所 对 应 的 点 ， 则 平行 四 边 形 
OZ2:Z，1 的 顶点 2 就 是 复数 =: 十 >* 对 应 的 点 . 因此 ， 有 
|z| 十 |z| 二 102 十 |O22| 
二 |O21 | 十 122 | 
|O02 | 
一 | zl 十 >?|， 
复 平 面 上 两 点 的 距离 可 以 简洁 地 用 对 应 复数 差 的 模 表 示 出 
来 : 设 Za,0)、2s(c,d) 是 复 平面 上 的 两 个 点 ， 其 对 应 的 复数 
为 zz 一 4 十 0i，z2 一 cC 十 di， 则 由 平面 上 两 点 间距 离 公 式 可 知 


| 人 | 全 入 本 天 妥 芝 玫 E 到 无 帮 | 吃 | 民 | 区区 


@ 设 复数 一 ,5 二 2i 和 复数 2+V5i 在 复 平面 上 分 别 对 
应 点 A 和 点 了 B， 求 A、B 两 点 间 的 距离 . 
解 A、B 两 点 间 的 距离 是 


9.2 复数 的 几何 意义 


第 (2) 小 题 虽 可 以 
像 第 (1) 小 题 那样 直接 
计算 ， 但 这 里 的 解法 
提供 一 个 思路 ， 可 以 
利用 一 些 已 知 的 性 质 
简化 计算 过 程 . 


9-2-7 
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| 项 启 | 司 二 王八 
大 于 本 夺目 全 直人 5 下 的 
一 3V2， 


ED 一 


1. 计算 下 列 复数 的 模 : 
(1) 〈4 一 3 十 (一 12 一 5 (2) (2 一 /3DCW6 一 D 
7 十 ;i 

(3 一 4iD2 

2. 设 复数 zi; 一 6 十 8i 与 zx? 一 9 一 4 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 为 与 Z， ， 试 指出 Z 、2Z， 
与 以 原点 为 圆心 、10 为 半径 的 圆 C 的 位 置 关 系 . 

3. 设 复 平 面 上 平行 四 边 形 OMNP 的 顶点 O、M、 忆 的 坐标 分 别 为 (0,0)、(3,4)、 
(一 2, 一 3)， 求 ON 的 长 度 . 

4. 求 复 数 8 十 5i 与 4 一 21 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 之 间 的 距离 . 


改 纱 习题 9.2 


1. 设 复数 xz 一 一 4、zp 一 21、zc 一 2 一 31、zDp 一 3 十 21、xzF 一 一 1 一 1 

(1) 在 复 平 面 上 分 别 作出 这 些 复 数 所 对 应 的 点 A、 刀 、C、 万 、 天 ; 

(2) 在 复 平面 上 分 别 作出 这 些 复数 的 共 斩 复 数 所 对 应 的 向 量 . 

2. 求实 数 za 的 值 或 取 值 范围 ， 使 得 复数 >=(2 一 8 十 15) 十 (2 一 5 一 14)i 在 复 平 
面 上 所 对 应 的 点 2 分 别 位 于 

(1) 实 轴 上 ; (2) 虚 轴 上 ; (3) 第 四 象限 . 

3. 设 在 复 平 面 上 的 点 A 与 点 召 所 对 应 的 复数 分 别 为 xz 与 za， 对 于 下 列 各 组 复数 ， 分 
别 求 向 量 A 万 和 向 量 BA 所 对 应 的 复数 ， 


〈3) 


1 3 3 1 
(1]) 二 0 zB 一 4 十 51; (2) 4 一 了 | 可 


4. 已 知 复 平面 上 有 点 A 和 点 卫 ， 向 量 OA 与 向 量 A 也 所 对 应 的 复数 分 别 为 一 1 一 2i 与 
4 一 i. 求 点 了 的 坐标 . 

5. 设 复数 1 十 2i、 一 2 十 i、 一 1 一 2i 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 分 别 为 A、B、C,， 求 
和 AAABC 的 面积 , 

6. 计算 : 


(1]) 13 一 4|4; (2) |(1 十 D( 一 2V2 十 D3 | 
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9.2 复数 的 几何 意义 


3 | 5 一 2DG-HVSD |， | 
Vi3+v235i | G 一 3 


7. 已 知 |1 一 4i 王 5， 其 中 &ER. 求 & 的 值 . 
8. 设 复数 (一 1) 十 (2 一 3)i (02 ER) 的 模 为 1， 求 7 的 值 . 


372 一 1)1 攻 RE 
9. 已 知 复数 = 一 所 一 2 一 (mER) 的 实 部 与 虚 部 互 为 相反 数 ， 求 |=|， 


10. 若 复 数 z1 一 5 十 121， 复数 之 2 满足 | = 一 13， 且 zlzs 是 纯 虚 数 ， 求 复 数 之 2。 


1. 选择 题 ; 
(1) 设 复 平 面 上 表示 2 一 ;和 3 十 4i 的 点 分 别 为 点 A 和 点 妃 ， 则 表示 向 量 A 玉 的 复数 在 


复 平 面 上 所 对 应 的 点 位 于 ( ) 
A. 第 一 象限 ; B. 第 二 象限 ; C. 第 三 象限 ; D. 第 四 象限 . 
《2) 复 平 面 上 平行 于 虚 轴 的 非 零 向 量 所 对 应 的 复数 一 定 是 ( ) 
A. 正 数 ; B. 负数 ; 
C. 纯 虚 数 ; D. 实 部 不 为 零 的 虚数 ， 
2. 已 知 复 平 面 上 平行 四 边 形 ABCD 的 顶点 A、 妃 、C 的 坐标 分 别 是 (一 2, 一 1L)、(7,3)、 


(12,9)， 求 点 的 坐标 和 向 量 A 万 所 对 应 的 复数 . 
3. 设 复数 之 1 导 之 2 分 别 对 应 复 平 面 上 的 向 量 O2Q 与 O2，， 已 知 1O2， 一 | OZ， 二 1， 
OZ 107:. 求 | :十 zz| 与 |z: 一 zy|. 
十 1 


4. 已 知 复数 = 满足 |>| 一 1， 且 = 不 是 纯 虚 数 , 求证 ,一 : 是 纯 虚 数 ， 


5. 证 明 , 集合 M 一 {z|* 一 cosg 上 ising，bER} 中 的 所 有 复数 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 
在 同一 个 圆 上 . 

6. 设 zx 、zy EC， 求 证 : | zi 十 zy| 2 十 |z 一 | 2 一 2(| zi 2 十 | zy|2). 

7. 若 复数 > 满足 | 一 2| 王 |z 一 2 一 2， 求 >. 
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EE 区 到 实 系数 一 元 二 次 方程 


在 初中 课程 中 已 学 过 了 实 系数 一 元 二 次 方程 ， 它 具有 标准 
形式 


az 十 0 十 c 王 0 (C、0、cGR，2 天 0). 
我 们 已 经 知道 可 用 判别 式 A 一 62 一 4ac 来 判定 这 个 方程 实 根 
的 存在 性 ， 具体 地 说 ， 在 实数 范围 内 考虑 
(GD 当 A>0 时 ， 该 方程 有 两 个 不 相等 的 实 根 二 主人， 


(2) 当 A=0 时 ， 该 方程 有 两 个 相等 的 实 根 (二 重 根 ) 一 六 


(3) 当 A<0 时 ， 该 方程 没有 实 根 . 

我 们 现在 再 来 讨论 实 系数 一 元 二 次 方程 的 求 根 问题 ， 但 将 根 
的 取 值 范 围 从 实数 拓 广 到 复数 . 也 就 是 说 ， 我 们 不 仅 要 讨论 实 
根 ， 还 要 讨论 虚 根 . 我 们 要 解决 的 问题 实际 上 有 两 个 : 

(A) 当 A>>0 时 ， 除 了 已 经 找到 的 实 根 外 ， 方 程 在 复数 范围 
还 有 其 他 的 根 吗 ? 

(CB) 当 A<0 时 ， 方 程 在 复数 范围 有 根 吗 ? 怎样 求 出 它 的 根 ? 

回答 这 两 个 问题 ， 关 键 是 对 A( 它 是 一 个 实数 ) 在 复数 范围 的 
平方 根 问 题 有 个 准确 的 把 握 . 


图 除 实数 的 平方 根 


设 cER， 并 设 < 十 oiCa、0ER) 是 它 的 一 个 平方 根 ， 即 
(4 十 0 福王 c. 将 上 式 左 边 展开 ， 得 到 (c 一 好 2) 十 2a0i 一 <c， 再 根 
据 复数 相等 的 条 件 ， 就 得 到 

天 一 0 
| 2c0 一 0. 

从 第 二 个 等 式 可 知 ，2& 与 0 中 至 少 有 一 个 为 零 . 

当 c>0 时 ， 必 须 2 王 0， 否 则 <=0， 从 而 推出 c 王 一 郑 < 天 0， 
与 假设 矛盾 . 于 是 ，& 十 oi=a 必 是 c 的 一 个 实 平方 根 . 这 说 明 ， 
除了 已 知 的 实 平方 根 xz 三 士 xc ， 非 负 实数 c 在 复数 范围 没有 其 他 
的 平方 根 . 


而 当 c<0 时 ， 必 须 a 一 0， 否 则 0 一 0， 从 而 推出 < 一 “人 0， 
与 假设 矛盾 . 于 是 ， 钴 一 一 之 0， 从 而 0 一 士 V 二 <. 此 时 < 的 平 
方 根 有 两 个 ， 士 V 二 ci， 它 们 是 两 个 共 罗 的 纯 虚 数 . 

@@ 国 在 复数 范围 求 25 与 一 25 的 平方 根 . 

解 “ 因 为 25>0， 它 在 复数 范围 的 平方 根 与 实数 范围 的 平方 
根 是 一 样 的 ， 都 是 士 5， 因 为 一 25<<0， 它 没有 实 平方 根 ， 而 在 复 
数 范围 其 平方 根 是 士 V 二 (二 瑟 ) i 一 十 5i. 


落实 系数 一 元 二 次 方程 


我 们 现在 在 复数 范围 求解 实 系数 一 元 二 次 方程 wz 十 bz 十 4 
一 0 Ce 坟 0， 用 配方 法 ， 得 到 
0\ 2” 和 A 
(e+ 项 ) -aa 
这 就 是 说 ，2az +4 是 实数 和 的 平方 根 ， 由 前 面 关于 实数 平方 根 
的 讨论 ， 就 可 以 回答 本 节 引言 中 所 提 的 两 个 问题 了 ， 其 答案 是 ， 
在 复数 沧 围 内 ， 


即 (2cz 十 0)2 王 和， 其 中 和 A 王 好 一 4ac. 


昌 


(1) 当 A>0 时 ， 方程 有 两 个 不 相等 的 实 根 


rasecree 才 


(G3) 当 A<<-0 时 ,方程 有 -一 对 共 辑 虚 根 二 “一 人 
@@ 辆 在 复数 范围 内 解 方程 ; 2z? 一 4 十 5 一 0. 
解 “ 该 方程 的 判别 式 A 王 (一 4)2 一 4X2X5 王 一 24<0， 所 以 
此 方程 有 一 对 共 斩 虚 根 
人 
加 4 > 
如 果实 系数 一 元 二 次 方程 cz? 十 oz 十 c 王 0(cC 天 0) 有 实 根 zi 
与 xz， 由 必修 课程 第 2 章 已 经 知道 这 两 个 根 与 方程 的 系数 有 如 
下 关系 ( 韦 达 定理 ): 


C 
1 12 一。 
CQ Q 


ee 与 系数 的 关系 在 虚 根 的 情况 下 仍然 成 
芯 ， 这 只 要 直接 把 根 代 和 验证 就 可 以 了 . 


9.3 


有 兴趣 的 同学 可 
以 写 出 在 复数 范围 内 


求解 实 系数 一 元 三 次 
方程 的 完整 算法 ， 并 
上 机 加 以 实现 . 


请 同学 们 自行 完 


成 这 一 验证 过 程 . 
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如 果 户 、9 都 是 实数 ， 而 关于 z 的 方程 2z? 十 xz 十 
=0 有 一 个 根 一 ?十 3i， 求 户 、9 的 值 . 

解 “方程 2z? 十 jz 十 9 一 0 有 一 个 虚 根 一 2? 十 3i， 则 它 的 另 一 
个 根 必 为 其 共 辑 复数 一 2 一 3i. 由 根 与 系数 的 关系 ， 有 

(一 和 9 十 (一 2 的 = 
从 而 力 一 8， 0 一 20. 

在 复数 范围 将 2z? 一 4z 十 5 分 解 因 式 . 


克 ，( 2 十 30( 一 2 一 3D 一人， 


解 例 2 中 已 经 求 出 方程 2z? 一 习 十 5 一 0 的 两 个 根 1 十 区 


2 一 45 1 全 | it 


EE 一 


1 已 知 有 是 一 个 实 常数 ， 而 关于 工 的 一 元 二 次 方程 zx? 一 2&z 一 & 一 0 有 两 个 虚 根 ， 求 到 
的 取 值 范围 . 

2. 在 复数 范围 内 解 方程 : 

(1) xz 十 2 一 0; (2) z 十 2 十 3 一 0; 

(3) 2(z2 十 4) 一 57. 


1 
3. 车 刀 和 轧 是 方程 2z2 十 z 十 3 一 0 的 两 个 根 ， 求 二 十 二 的 值 


量 沙 习题 9.3 


1. 在 复数 范围 内 解 下 列 一 元 二 次 方程 : 

(1) 4z2? 十 25 一 0; (2) Z2 一 2z 一 2 一 0; 

(3) 2Z2 一 工 十 1 一 0; (4) (Z 一 3)(Zz 一 5) 一 2. 

2. 已 知 2 十 3i 是 实 系数 一 元 二 次 方程 十 oz 十 c 王 0 一 个 根 ， 求 2、c 的 值 . 

3. 已 知 关 于 z 的 实 系 数 一 元 二 次 方程 袜 十 Ar 十 3 王 0 有 两 个 虚 根 zx: 和 zz*， 且 
|zi 一 z?| 一 2V2. 求 & 的 值 . 
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9.3 


1. 在 复数 范围 内 解 方程 : 

(1) :4 一 16 一 0; (2) Z4 十 3z2 一 10 一 0 

2. 已 知 两 个 复数 的 和 为 4、 积 为 6， 求 这 两 个 复数 . 

3. 在 复数 范围 内 分 解 因 式 ; 

(1) ac&2 十 2c0 十 02 十 c2; (2) Z 十 5y?; 

(3) 2z2 一 6 十 5. 

4. 已 知 关于 z 的 实 系数 一 元 二 次 方程 z 十 Ar 十 如 一 2 一 0 有 两 个 虚 根 zx 和 zz*， 且 
zi 二 zZ2 一 3. 求 & 的 值 . 


国 示 探究 与 实 眠 


同学 们 也 许 会 注意 到 ， 用 配方 法 导出 (2cz 十 22 一 A 时 并 不 在 乎 原来 的 一 元 二 次 方程 
az2? 十 十 c 一 0(a 天 0) 是 否 具有 实 系数 ， 当 方程 不 局 限于 实 系数 时 ， 判 别 式 A 一 靖 一 4ac 
可 能 为 虚数 .如果 我 们 有 方法 能 够 找 出 任意 复数 的 平方 根 ， 那 么 一 般 复 系数 一 元 二 次 方程 
就 可 解 了 ,要 得 到 一 个 复数 > 一 a 十 bi (a 、5ER) 的 平方 根 ， 可 以 从 假设 (< 十 diD: 一 “十 三 
CC、dER) 开 始 ， 令 等 式 两 边 的 实 部 、 虚 部 分 别 相等 ， 得 到 关于 <、Ld 的 方程 组 并 求解 
这 个 方法 是 可 行 的 ， 有 兴趣 的 同学 不 妨 一 试 . 
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[EEZ 多 复数 的 三 角形 式 


本 章 第 1 节 讲 了 用 复数 的 代数 形式 所 表达 的 复数 运算 公式 . 
这 时 ， 复 数 的 加 减 运算 公式 比较 简洁 . 但 是 ， 复 数 的 乘除 ， 特 别 
是 复数 的 除法 ， 相 应 的 公式 比较 复 杀 ， 计 算 比 较 繁 琐 , 本 节 将 介 
绍 复数 的 另外 一 种 表示 形式 一 一 三 角形 式 ， 在 这 种 形式 下 ， 复 数 
的 乘除 有 比较 简洁 的 计算 公式 ， 相 应 运算 的 意义 也 会 更 明显 地 表 
现 出 来 . 


区 珍 复数 的 三 角形 式 


如 图 9-4-1， 复 数 > 一 a 十 0i (ac 、0ER) 对 应 着 复 平 面 上 的 一 
个 点 Za ,0). 我 们 把 以 原点 O 为 顶点 、z 轴 的 正 半 轴 为 始 边 、 
射线 OZ 为 终 边 的 角 9， 叫 做 复数 = 的 辐 角 (argument)， 记 作 
Arg <. 这 里 的 角 是 6.1 节 意 义 下 的 任意 角 ， 即 它 是 从 原点 出 发 的 
一 条 射线 从 始 边 位 置 旋转 到 终 边 位 置 所 形成 的 角 ， 逆 时 针 旋转 时 
其 度量 取 正 值 ， 顺 时 针 旋 转 时 其 度量 取 负 值 ， 不 旋转 时 其 度量 
为 0. 

因为 一 个 角 的 终 边 绕 原点 O 旋转 2x 仍 回 到 原来 的 位 置 ， 所 
以 任意 一 个 非 零 复数 > 的 辐 角 都 有 无 穷 多 个 ， 其 任意 两 个 辐 角 的 
大 小 的 差 一 定 是 2r 的 整数 倍 . 例如 ， 虚 数 单位 i 的 辐 角 可 以 是 任 
何 尺 十 24r， &EZ. 

规定 : 复数 0 的 辐 角 的 大 小 是 任意 的 值 

在 复数 = 的 所 有 辆 角 中 ， 满 足 0<<0 一 2x 的 辐 角 0 称 为 = 的 
。 个 二 公公 灶 加 | 。 辐 角 主 值 ， 记 作 arg <. 复数 的 辆 角 昌 不 是 唯一 确定 的 ， 但 非 零 
检 与 上 有 主 什 今 昼 相 | 。 复数 的 辆 角 主 值 则 是 唯一 确定 的 

复数 的 任意 一 个 辐 角 9 与 复数 的 模 r 一 |>| 一 Vi 二 到 一 起 ， 
就 完全 确定 了 复数 > 一 “十 站 事实 上 ， 如 图 9-4-1， 我 们 有 


4 一 rcos0，0 一 rsin 0. 


zz 一 r(cos0 二 isn0). 
复数 的 这 种 表示 形式 叫做 它 的 三 角形 式 . 
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已 古国 分别 写 出 下 列 复数 的 模 ” 与 辐 角 主 值 0， 并 把 这 些 
复数 用 三 角形 式 表示 : 


(1) V3 十 ii 

三 

[一 下 

( 二 3 一生 

解 (1]) FE 下 天 二 六 cosb= 宣 ， sin 0 一己， 0 为 第 
一 象限 角 ， 故 辐 角 主 值 为 0=argW3TD 一 个 ， 从 而 V3 十 i 的 三 角 


形式 为 2{ cos sin | ， 即 


V3 十 i 一 2( cos 有 顺 直 | 


1 \/ 2 1 
ET 由 由 1 
(2) 7 一 (一 1)2 十 1 一 V2 ，cos 0 一 人 7 ， 和 


要 ， 0 为 第 二 象限 角 ， 故 辐 角 主 值 为 0=arg( 一 1 D= 远 


此 ， 用 三 角形 式 表 示 一 1 二 i， 有 


3 .，， 3 
一 1Ti=vZ(cos 本 isin 林 ) 


(3) 一 1 的 模 >= 王 (一 1)7 十 02 二 1， 一 1 所 对 应 的 点 (一 1,0) 
在 二 轴 的 负 半 轴 上 ， 故 辐 角 主 值 为 0 一 arg( 一 1) 一 rr. 因此 ， 用 三 
角形 式 表示 一 1， 有 


一 1 一 cos 十 1SIm TI 


CI CD 


(0 r=VC3JC07 一 5，cosg 一 一 ,sing 一 一 全，4 


为 第 三 象限 角 ， 且 tan 0= 了 ， 故 辆 角 主 值 为 0 一 arg( 一 3 一 4 一 


x 二 arctan < 因此， 用 三 角形 式 表示 一 3 一 1， 有 


一 发 一 名 二 专 区 (x+arctan 2 | 十 1Sin (x+arctan 3 


把 下 列 复 数 用 三 角形 式 表示 ; 
(1) cos0 一 1sin 0O; 
(2) 一 2(cos 十 isin a ). 


复数 的 三 角形 式 


lw 


解 (1) 因为 cos (一 0) =cos0，sin (一 0) = 一 sn0， 所 以 
cos 0 一 isin 0 的 三 角形 式 是 cos (一 0 人) 十 isin (一 0). 

(2) 一 2(Ccos ae 十 isin aw) 的 模 是 2 又 因为 cos (rr 十 a) 三 
一 cosa，sSsin (r 十 a) 王 一 sinaw， 所 以 一 2(cos wa 十 isin w) 的 三 角形 
式 是 2Lcos (r 十 wc) 十 isin (十 w) |. 


1. 下 列 复数 是 否 用 三 角形 式 来 表示 的 ? 为 什么 ? 


(1) 3r(Ccos 0.5 十 1sin 0.5) ; (2) 2(Csin 1 十 icos 1) ; 

(3) cos 131r 十 i sin 131r; (4) V2(cos 0.3r 十 isin 0.2r) ; 
(5) 一 2{(cos 工 +isin 二) (6) 3{cos 二 一 isin 吉 ). 

2. 把 下 列 复 数 用 三 角形 式 表示 (用 辐 角 主 值 ) : 

(1) 3; (2) 一 2i; 

(3) 1 十 ii (4) 一 1 十 V3i. 


用 办 三 角形 式 下 复数 的 乘除 运算 


现在 我 们 讨论 三 角形 式 下 的 复数 乘除 运算 公式 . 
设 有 两 个 用 三 角形 式 表 示 的 复数 z: 一 r(cos wa 十 isin wa) 与 
2 一 S(cos 8 二 isin 8) ， 其 中 7 一 |z | 三 0，* 一 jz | 三 0， 则 


的 下 区 有 和 
数 乘 除 运算 公式 称 为 


棣 英 弗 公式 . 


也 就 是 说 ， 两 个 复数 相 乘 ， 其 积 的 模 等 于 模 的 积 ， 积 的 辆 角 
等 于 辆 角 的 和 ， 两 个 复数 相 除 (除数 不 为 零 )， 其 商 的 模 等 于 模 的 
商 ， 商 的 辐 角 等 于 贺 角 的 差 ， 

标 莫 弗 (A， De Moivre， 证 明 乘积 的 公式 的 推导 是 两 角 和 的 正弦 、 余 弦 公 式 的 直接 
1667 一 1754)， 法 国 数学 家 应用， 


zl1z2 一 18(cos a 十 1 Sina)(Ccos 8 十 isin DO) 


一 rsL(Ccos acos 8 一 sin asin 8B) 十 iCsin wcos 8 十 cos asin DB) 


王 rsLcos (十 8B) 十 isin (cx 十 DB) ] ， 
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“9.4 复数 的 三 角形 式 


现在 设 xz 和 关 0( 从 而 和 关 0)， 用 乘积 公式 计算 复数 >， 与 
[cos (ax 一 5) 十 isin (Ca 一 8) ] 的 乘积 ， 就 得 到 


总 一 [cos (一 ) 十 isin (we 一 B) 


一 ,二 [cos (8+a 一 D) 二 isin (8 二 wo 一 D)] 
一 (cos wa 十 1Ssin wa) 一 zl1， 
再 把 等 式 两 边 同 除 以 * ， 就 得 到 所 求 的 除法 公式 . 
@ 国 计算， 并 用 复数 的 代数 形式 表示 计算 结果 


(1) JS{eos 二 Tisin 瑟 ) 。 vZl(eos 革 十 1sin 一 人 


4( cos 全 二 Sin 公 ) 


解 〈1]) | 十 isin 一 局 


一 xy5 |cos( 瑟 1 | Hisin (五 =]| 
=v6{cos5 十 1 Sin 去 ， 
一 
4 . ， 4 
攻 (cos 了 
2{ cos 和 isin 二 
-2|eos (所 灾 } Tisin( 芭 加 】 
=2(cos 了 上 isin 了 ) 
二 过 1 


我 们 现在 来 分 析 复 数 乘 法 的 几何 意义 . 

在 复 平 面 上 ， 把 复数 ;= 王 r(cos we 十 isin w)( 其 中 7 一 | zx]| 它 0) 
应 的 向 量 记 为 0 元 ， 则 10 到 | 王 >， 而 从 二 轴 正 向 到 OZ 方向 需 
旋转 w 角 ( 当 w 盖 0 时 ， 逆 时 针 旋转 ， 当 <<0 时 ， 顺 时 针 旋 转 )， 


137 


把 =; 乘 一 个 非 负 实数 *， 就 是 把 向 量 OZ; 伸缩 为 原来 的 
倍 ， 成 为 向 量 O2Z; 一 。 OZ (向 量 与 实数 的 乘积 )， 使 它 的 模 
1021 1 一， 而 其 辐 角 不 变 ( 图 9-4-2(1))， 


几 
2 


(1) (2 (3) 
图 9-4-2 

把 =; 乘 一 个 模 为 1 的 复数 cos 8 二 i sin 8， 就 是 把 =; 的 辐 角 
从 w 变 成 了 we- 十 8， 将 向 量 OZ 变 成 为 向 量 OZ7 ， 而 其 模 1027 | = 
~ 不 变 (图 9-4-2(2)). 也 就 是 说 ， 这 个 乘法 就 是 让 向 量 OZ; 绕 坐 
标 原点 旋转 8 角 成 为 向 量 O27， 使 得 以 轴 正 半 轴 为 始 边 、 以 
Q OZ 为 终 边 的 角 是 十 8 这 样 , “旋转 ” 这 一 重要 的 几何 变换 可 以 
当 B>0 时 , 迹 时 用 复数 乘法 得 到 准确 的 表达 . 例如 ， 由 于 i 的 辆 角 主 值 是 了 ， 因 


针 旋 转 : 当 <0 时 ， 
顺 时 针 旋 转 . 


此 把 =， 乘 i 就 是 让 向 量 OZ 绕 坐标 原点 道 时 针 旋转 了 

一 般 地 ， 把 复数 >: 乘 任意 一 个 复数 xz 一 (cos 8 十 isin D)， 
在 几何 上 就 是 对 OZ; 作 上 述 两 个 变换 的 合成 : 先 伸缩 ， 再 旋转 ， 
或 者 先 旋转 ， 后 伸缩 (图 9-4-2(3))， 从 复数 乘法 的 结果 我 们 知 
道 ， 这 两 个 不 同 顺序 会 得 到 同样 的 结 

人 @@ 国 加 图 9-4-3， 设 复数 一 2 十 2i 在 复 平面 上 所 对 应 的 
向 量 是 OZ ， 将 OZ 绕 原 点 O 着 时 针 旋转 120" 得 到 向 量 OZ 求 向 
量 OZ 所 对 应 的 复数 (结果 用 复数 的 代数 形式 表示 ) 

解 ， 设 向 量 O 碌 对 应 的 复数 为 >“， 则 

z 一 (一 2 十 20)(cos 120" 十 i sin 120?) 
证 

2 1 | 
一 (1 一 V3 ) 一 (1 十 V3)i. 


Eee 2 


图 9-4-3 


医 堆 三 角形 式 下 复数 的 乘 方 与 开 广 
复数 的 2 次 若 (2 是 正 整数 ) 是 ”个 相同 复数 的 连 乘 ， 因 此 ， 
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根据 复数 乘法 公式 ， 一 个 复数 的 次 老 的 模 是 底数 模 的 2” 次 震 ， 
而 其 辐 角 是 底数 辐 角 的 ” 倍 . 

作为 乘 方 的 道 运算 ， 自 然 会 想到 ， 一 个 复数 开 ? 次 方 ， 方 
根 的 模 是 被 开 方 数 模 的 交 次 方 根 ， 而 方 根 的 辐 角 是 被 开 方 数 辆 
角 的 ?分 之 一 . 这 个 规则 原则 上 没 错 ， 但 要 注意 的 是 : 由 于 被 
开 方 数 不 同 重 角 的 ” 分 之 一 所 得 出 的 辐 角 可 能 有 不 同 的 主 值 ， 
在 这 个 过 程 中 被 开 方 数 的 辐 角 不 能 只 取 主 值 . 事实 上 ， 如 果 “ 
是 被 开 方 数 的 辐 角 之 一 ， 以 下 半 个 值 都 可 以 作为 被 开 方 数 次 


方 根 的 辐 角 : 
Q  a 十 27 aa 十 4 呈 4a 十 2(7 一 1) 工 
这 ?7 个 值 之 间 的 差 都 不 是 2x 的 整数 倍 ， 它 们 都 给 出 了 不 同 的 7 


次 方 根 ， 而 其 余 可 能 的 辐 角 “< CAE Z 都 与 上 述 辑 角 之 一 相 


差 2r 的 整数 倍 ， 它 们 不 会 再 给 出 更 多 不 同 的 2” 次 方 根 了 . 


现在 可 把 复数 的 乘 方 与 开 方 的 公式 总 结 如 下 : 
设 zx=r(cos wa 十 isin wa)( 王 |z| 志 0)， 则 对 任何 正 整 数 2， 有 


纪 攻 区 计算 (1 一 2. 
CE TO 本 
解 将 1 一 i 写成 三 角形 式 1 一 =VZ{cos 本 二 isin 本 )， 就 可 
以 得 到 
(一 D2 一 20(cos 35r 十 isin 35r) 一 1024(cos rr 十 isin T) 一 一 1024 . 
求 1 的 三 次 方 根 . 


解 因为 1 一 cos 0 十 isin 0， 所 以 它 的 三 次 方 根 是 cos -二 


isin < (一 0， 1， 性 7)5 即 


1 一 cos 0 十 1Sin 0， 


2r . ，2rz 1 Y3， 
一 COS 3 太 1 Slm 3 2 | 2 1， 
4r ，，、， 4 V3 . 

C， 一 COS 3 三 1 SI1m 3 一 2 1 。 


复数 的 三 角形 式 
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(1) s(cos Tisin | 2{(cos Tisin 5 (2) 


(3) VE(eas 有 sin 和 )| ， 
2. 求 1 的 所 有 四 次 方 根 . 


[ED》 习题 9.4 


1. 把 下 列 复 数 用 三 角形 式 表 示 ( 用 辐 角 主 值 ): 
(1) 4 一 4i; (2) 一 3V3 一 3i; 


( 人 玫 工 ， :，，:， 工 
3) Sin 8 十 1 cos 8 (4) cos 5 十 1 Sin 了 
2. 计算 ， 并 将 结果 用 复数 的 代数 形式 表示 : 


(1) V2(cos 240" 十 i sin 240?) 。 全 (oos 60 "十 isin 60”) ; 


二 


而 JE CCcos150 十 isin 1507) 
6( cos 耿 二 isin 2 VZ(cos 300" 二 isin 3007) 
3 3 
3 
〈4) VE(sm3+Hicos 了 | (5) WV3 一 D . 


3. 求 一 1 的 所 有 三 次 方 根 . 


1 计算 ， 并 将 结果 用 复数 的 代数 形式 表示 : 
(1) (ees 人 Hi Sin 2 。 VZ (cos 十 i Sin 交 ) ; 


V5(cos 开 二 isin .VZ(cos 到 二 isin 全 | 
VS{eos 到 +isin 们 ) .vV5(cos 开 -_isin ) 


〈2) 
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“9.4 复数 的 三 角形 式 


2. 设 复数 一 3 一 4 在 复 平面 上 所 对 应 的 向 量 是 OZ ， 将 OZ 绕 原点 O 顺 时 针 旋 转 810" 得 
到 向 量 OZ7， 求 向 量 OZ 7 所 对 应 的 复数 (结果 用 复数 的 代数 形式 表示 ) 
3. 求 复 数 3 十 恒 与 复数 一 1 十 7i 在 复 平面 上 所 对 应 的 两 个 向 量 的 夹 角 的 大 小 . 


国 课 后 阅读 


三 次 方程 求 根 公式 与 复数 的 起 源 


现代 教科 书 在 引进 复数 时 往往 从 引入 负数 的 平方 根 开 始 ， 但 历史 上 复数 的 思想 却 是 从 
寻找 实 系 数 一 元 三 次 方程 求 根 公式 中 萌芽 的 . 
对 一 般 的 实 系数 一 元 三 次 方程 cz 十 pz2 十 cz 十 d 王 0(CC 天 0)， 由 于 总 可 以 通过 代 换 


O 下 二 7 二 
z 一 y 一 纺 消 去 其 二 次 项 ， 因 此 如 何 求解 形 如 盖 十 Pz 十 9 一 0 的 三 次 方程 就 成 为 关注 的 


在 一 些 数 学 工具 书 中 ， 我 们 可 以 找到 方程 zx? 十 2z 十 g=0 的 求 根 公式 ， 这 一 公式 被 称 
为 卡尔 丹 公 式 ， 它 是 以 16 世纪 意大利 数学 家 卡尔 丹 (J. Cardan) 的 名 字 命名 的 . 这 里 用 现 
代数 学 的 语言 来 介绍 一 下 卡尔 丹 公 式 的 获得 过 程 . 

三 次 方程 袜 十 Dz 十 4 一 0 可 以 变形 为 袜 王 一 DZz 十 (一 4)， 即 把 写 成 了 两 数 之 和 . 受 
此 局 发， 设想 所 求 的 未 知 数 z 也 可 以 写成 两 数 之 和 : zz 三 妈 十 2， 再 把 等 式 袜 一 (072 十 2) 
的 右边 展开 ， 就 得 到 zz 三 7 十 1 十 37272 0 十 2)， 即 z 王 3727 十 (7 十 1) 将 上 式 与 
三 一 一 DZ 十 (一 4) 相 对 照 ， 不 妨 令 


| 37770 一 一 户 ， 
oas 十 73 一 一 g。 
把 此 方程 组 中 的 第 一 个 方程 两 边 同 时 作 三 次 方 ， 并 把 z” 与 22 看 成 未 知 数 ， 由 上 述 方程 
组 可 解 出 
RN 
ee 由 


9 da\、 /DZ 
人 人 
于 是 ， 似 乎 可 以 顺理成章 地 把 方程 z3 十 pz 十 =0 的 一 个 根 写成 
六 55 dg、 1/ 力 、 
| 
三 次 方程 求 根 公式 的 研究 推进 至 此 ， 看 似 大 功 告 成 . 但 是 ， 将 此 公式 用 于 另 一 位 意 大 
利 数 学 家 邦 贝 利 (R. Bompbelli) 曾 关 注 过 的 方程 衬 一 157z 一 4 王 0， 得 到 该 方程 的 一 个 根 是 


z 一 V2 二 V 二 5 |V2 二 vV 二 5 ， 在 认为 负数 不 能 进行 开平 方 运算 的 16 世纪 ， 这 是 一 个 
不 知 作 何 解释 的 结果 . 另外 ， 由 64 一 15X4 十 4 就 可 以 看 到 方程 s 一 15z 上 4 有 一 个 根 是 
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过 一 4， 进 而 可 求 得 该 方程 另外 两 个 实 根 为 过 一 一 2 士 V3. 如 何 把 这 两 个 结果 统一 起 来 ， 让 
当时 的 数学 家 们 不 知 所 措 了 . 

其 实 ， 只 要 用 现代 的 复数 理论 是 可 以 把 zx=V2 十 V 二 5 TV2 一 二 可 与 x 一 4 统一 
起 来 的 . 事实 上 ， 若 把 v 一 121 解 释 为 一 121 的 一 个 平方 根 ( 比 方 说 11D) ， 则 

ZE 二 1 了 寺 V2 二 7， 

可 以 直接 验证 2 士 ; 是 2 士 11i 的 三 次 方 根 ， 于 是 卡尔 丹 公 式 确实 给 出 了 方程 z3 一 15z 一 4 一 0 
的 一 个 根 zx 一 (2 十 D 十 (2 一 D 一 4. 

这 样 的 演绎 和 解释 在 数学 上 不 够 严谨 ， 如 二 次 和 三 次 根 号 的 使 用 会 有 歧义 ， 解 方程 过 
程 中 会 产生 增 根 等 . 在 这 些 方面 做 些 严 格 化 后 ， 卡 尔 丹 公式 就 是 一 个 有 效 的 求 三 次 方程 根 
的 公式 . 在 实际 求 根 过程 中 ， 一 旦 找到 了 ma 与 7a 的 一 对 三 次 方 根 m; 与 wm ， 并 验证 其 满 
足 3 一 一 祖 ， 则 方程 zx: 十 pz 十 g=0 的 三 个 根 就 是 

2 一 7 十 021 ，Z 一 ao 加 1 十 o2771，Z3 一 27721 十 oo721， 


这 里 w 一 一 二 二 "是 1 的 一 个 三 次 方 根 (参看 本 章 9.4 节 例 6)， 例 如 ， 对 方程 zs* 一 15z 一 4 
王 0， 我 们 前 面 找到 的 ma; 王 2 十 1i，72 一 2 一 1， 恰 满足 3 一 15 王 一 六 ， 于 是 ， 经 过 简单 
的 计算 就 得 到 方程 的 三 个 实 根 : 

2Z1 一 101 十 7 一 4，Z 一 ao 十 o2711 一 一 2 一 /3 ，z3 一 o2771 十 om 一 一 2 十 V3. 

为 了 从 卡尔 丹 的 研究 走 到 得 以 公认 的 三 次 方程 求 根 公式 ， 有 许多 数学 家 曾 作出 了 巨大 
的 努力 ， 关 键 就 是 从 卡尔 丹 工 作 中 所 隐 含 的 复数 思想 的 萌芽 逐步 发 展 成 完善 的 复数 理论 ， 
使 得 解 方程 过 程 中 每 一 步 都 落 在 坚实 的 数学 基础 上 . 

因此 ， 通 和 认 为 ,求解 三 次 方程 的 研究 是 现代 复数 理论 的 起 点 . 


的 复数 是 买 数 ， 


以 


复数 是 我 们 继 上 自然 数 、 整 数 、 有 理 数 和 
1. 复数 系 与 相 天 概念 
17) 庶 数 单位 攻 满足 三 一直 


内 容 提要 


买 数 的 学 习 之 后 ， 新 认识 的 一 种 数 ， 


2) 复数 的 代数 形式 : >= 王 < 十 0i(ac、OER). 
3) 复数 的 相等 : < 十 2i 王 0 (zc、0ER) 的 充 要 条 件 是 w、2 同时 为 0; 复数 < 十 0i 王 


< 十 Ci(ce、0、c、dER) 的 充 要 条 件 是 <=c 且 2" 王 忆 . 


2. 复数 的 四 则 运算 


则 计算 ， 并 用 条 件 宇 一 一 1 及 合并 同类 项 以 化 | 
2) 两 个 复数 进行 除法 (除数 不 为 0) 运 算 时 ， 将 分 子 和 分 母 同 时 乘 分 母 的 共 斩 复 数 ， 


4) 复数 的 买 部 与 虚 部 : 复数 >=4 十 oi(c、0ER) 的 买 部 是 <， 庶 部 是 2; 庶 部 为 0 
重 部 不 为 0 的 复数 称 为 虚数 ， 
5) 复数 的 模 : 复数 > 一 < 十 ice、2ER) 的 模 是 |>| 一 Va2 十 02 . 


买 避 为 0 的 虚数 称 为 纯 虚 数 . 


1) 两 个 复数 进行 相 加 、 相 减 或 相 乘 时 ， 


6) 复数 的 共 辑 : 复数 > 一 zx 十 bi(c、p2ER) 的 共 斩 复 数 是 z 一 < 一 0i 


仿照 两 个 一 项 式 进 行 相 加 、 相 减 或 相 乘 的 规 


简 结 果 . 


后 分 子 和 分 母 分 别 做 复数 的 乘法 而 得 到 运算 


结 采 . 


3) 复数 模 对 乘 、 除 的 分 配 性 : 复数 积 ( 
3. 复数 的 坐标 表示 


商 ) 的 模 等 于 模 的 积 ( 商 )， 


1) 复 平 面 : 表示 复数 的 直角 坐标 平面 叫做 复 平 面 ， 其 中 z 轴 叫 做 买 轴 ，> 轴 帅 做 


2) 复数 的 坐标 表示 与 向 量 表示 : 复数 >=x 十 2i(c、0ER) 可 用 复 平 面 上 坐标 为 


j 所 得 到 的 和 向量 


， 也 等 于 向 量 OZ 的 模 |O2 | ， 


Ca ,0) 的 点 Za ,0 来 表示 ， 也 可 以 用 从 坐标 原点 O 出 发 的 向 量 O2 一 (c ,2) 来 表示 . 
3) 复数 模 的 几何 意义 : 复数 > 一 a 十 i Ca、0ER) 的 模 |z| 等 于 点 Za ,0 与 原 点 的 


4) 两 个 复数 的 和 储 复 平 茵 


所 对 应 的 同 量 就 是 两 个 复数 对 应 的 向 量 按 平 行 四 边 形 法 


4. 买 系数 一 元 二 次 方程 


5 7) 两 复数 差 的 模 的 何 是 义 : 两 复数 差 的 模 是 这 两 个 复数 在 复 平 面 上 对 应 扣 之 间 的 


给 定 万 程 cz 十 pz 十 c 二 0(Z、p、cER，4 天 0)， 并 令 A 二 六 一 4ac 为 其 判别 式 ， 则 


《1) 当 A>0 时 ， 方 程 有 两 个 个 相等 的 习 


《2) 当 A=0 时 ， 方 程 有 两 个 相等 的 买 


一 5 士 VA 
区 
人 CL 
DO 
民 ( 重 根 ) 7 
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(3) 当 A<0 时 ,方程 有 -对 共 四 让 恨 二 二 一 人 
“5. 复数 的 三 角形 式 
(1) 复数 的 罩 角 : 设 复 数 > 对 应 复 平 面 上 的 点 Z， 则 以 原点 为 项 点 、Z 轴 的 正 半 轴 为 
边 、 射 线 O2 为 终 边 的 角 2 称 为 > 的 辐 角 ， 记 作 Arg =; 满足 0 委 0 一 2r 的 辐 角 称 为 > 的 
角 主 值 ， 记 为 arg >. 
42) 复数 的 三 角形 式 : 设 复数 > 的 模 为 ">， 辐 角 为 0， 则 > 一 "~(cos0 二 isin0)， 复 数 的 
这 种 表示 形式 称 为 尼 的 三 角形 式 . 
《3) 三 角形 式 下 复数 的 乘法 与 除法 公式 : 给 定 三 角形 式 的 复数 =: 一”(cos xc 十 isin ca) 
与 xz* 一 SCcos 8 十 isin 8) ， 则 
z2 一 13sLcos (十 B) 十 isin (cc 十 D)]， 


相 


田 l| 


忌 


二 一 [cos (ae 一 ) 二 isin (一 站 ] (> 和 0)， 


《4) 三 角形 式 下 复数 的 乘 廊 与 开 方 公 坏 : 给 定 三 角形 式 的 复数 r(cos 十 isin c)， 则 
对 任何 正 整 数 2”， 有 


z7" 一 7r" (cos 7a 十 isin 72a ) ， 


S 2RT ，. 2 
z 的 2 次 方 为 扩 ( cos < isin 和 = & 一 0，1，2，.…，7 一 1 


国 纱 复习 更 


1. 选择 题 : 


(1) 虚数 的 平方 一 定 是 (  ) 
A. 正 实数 ; B. 负 实 数 ; 
C. 虚数 ; D. 虚数 或 负 实数 . 
(2) 如 果 复 平面 上 的 向 量 4 瑟 所 对 应 的 复数 是 一 3 十 疏 ， 那 么 向 量 BA 所 对 应 的 复数 是 (  ) 
A. 3 一 21; 了 B. 3 十 21; 


CC. 一 3 十 213; D. 一 3 一 21. 
2. 填空 题 : 
(1) 设 > 一 11 一 60， 则 Re = 一 ; Im > 一 ; |z| 王 ;过 一 
《2) 下 列 三 个 命题 中 ， 真 命 古 是 
dg 在 复 平 面 上 ， 表 示 实 数 的 点 都 在 实 轴 上， 表示 虚数 的 点 都 在 虚 轴 上 ; 
G@O 任何 一 个 表示 虚数 的 点 一 定 在 某 一 个 象限 内 ; 
@G) 复数 的 模 表 示 该 复数 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 到 原点 的 距离 . 
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复习 题 


3. 已 知 复数 >= 王 (一 24 一 3) 十 (%2 一 4 十 3)1， 其 中 a 是 实数 . 

(1) 知 zER,， 求 a 的 值 ; 

《2) 知 z 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 位 于 第 一 象限 ， 求 < 的 取 值 范 围 . 

4. 已 知 复数 zx = 一 (c2 一 4 一 6) 十 (1 一 2a)i，z> 一 (4 一 3) 十 (cc 一 20 十 2)1， 其 中 CE 了 R. 
知 坟 一 >， 求 < 的 值 . 

5. 计算 : 

(1) (4 十 DC(3 十 21); 

(2) CV2 二 V3D(CV2 一 /3iD( 一 V3 十 V2iD( 一 V3 一 2iD; 
一 3 十 291 
1 十 21 ” 
QTD 4 一 D 
1 十 2 1 一 2 
中 
ca 
7. 在 复数 范围 内 解 下 列 方程 : 
(1) z 一 4z 十 8 一 0; 
(2) 3z2 十 2z 一 3 一 0. 


1. 选择 题 ; 


〈3) 


〈4) 


几 
9 求 |>|. 


(G) 设 zi、zzEC， 则 “|z:| 王 |z?| ”是 “xz 一 >2” 的 ( ) 
A. 充分 非 必 要 条 件 ; B. 必要 非 充分 条 件 ; 
C. 充 要 条 件 ; D. 既 非 充分 也 非 必要 条 件 . 

(2) 设 复数 >=< 十 oi(a、2ER)， 则 ?是 纯 虚 数 的 充 要 条 件 是 
A.a2 一 02 B. cx 十 22 一 0; 
C. |z| 王 |0| 和 0; D. xc0O 天 0. 


2. 香 复 数 > 满足 z 十 z 一 2， (z 一 之 )1 一 2， 求 |>|. 
3. 知 复 数 z1 和 复数 2 满足 zl1z2 一 3 一 41， |z1| 一 2， 求 | =， |. 
4. 若 z1 和 过 是 方程 袜 一 5z 十 8=0 的 两 个 根 ， 求 |zi | 十 |zz| 的 值 . 


1 若 复 数 >; 和 复数 > 满足 | zi | 一 3，|z?| 一 4，|z1 十 zz| 一 5， 求 |z 一 =?|. 
2. 已 知 复数 xz; 和 复数 ?满足 xz;1 十 zz? 一 3 一 51， 玉 一 到 一 一 2 十 31. 求 池 一 > 
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后 记 


本 套 高 中 数学 教材 根据 教育 部 颁布 的 4 普通 高 中 数学 这 程 标准 (2017 年 版 
2020 年 修订 ) 编写 并 经 国家 教材 委员 会 专家 委员 会 审核 通过 . 

本 教材 是 由 设 在 复旦 大 学 和 华东 师范 大 学 的 两 个 上 海 市 数学 教育 教学 人 研 
究 基 地 (上 海 高 校 * 立 德 树 人 ”人 文 社会 科学 重点 研究 基地 ) 联 合 主持 编写 的 . 
编写 工作 依据 高 中 数学 课程 标准 的 具体 要 求 ， 努 力 符合 教育 规律 和 高 中 学 生 
的 认 知 规律 ， 结 合 上 海 城市 发 展 定 位 和 课程 改革 基础 ， 并 力求 充分 体现 特 
色 . 希望 我 们 的 这 一 努力 能 经 得 起 实践 和 时 间 的 检验 ， 对 扎实 推进 数学 的 基 
础 教育 发 挥 积 极 的 作用 . 

本 册 教 材 是 必修 第 二 册 ， 共 为 四 童 ， 各 章 编 写 人 员 分 别 为 

辑 建 兵 、 周 子 翔 、 朱 胜 林 ( 第 6 章 ) 

肖 登 网 、 周 子 翔 、 朱 胜 林 (第 7 章 ) 

陈 兴 义 、 刘 林 、 邹 佳 晨 (第 8 章 ) 

况 亦 军 ( 第 9 章 ) 

上 海 市 中 小 学 (幼儿 园 ) 课 程 改革 委员 会 专家 工作 委员 会 、 上 海 市 教育 委 
员 会 教学 研究 室 全 程 组 织 、 指 导 和 协调 了 教材 编写 工作 . 在 编写 过 程 中 ， 两 
个 基地 所 在 单位 给 予 了 大 力 支 持 ， 基 地 的 全 体 同 志 积 极 参与 相关 的 调研 、 讨 
论 及 评阅 工作 ， 发 挥 了 重要 的 作用 .上海 市 不 少 中 学 也 热情 地 参与 了 有 关 的 
调研 及 讨论 工作 . 上 海 教育 出 版 社 有 限 公 司 不 但 是 编辑 出 版 单位 ， 而 且 目 始 
至 终 全 面 介 入 了 编写 工作 . 我 们 对 所 有 这 些 单位 和 相关 人 员 的 参与 、 文 持 和 
鼓励 表示 衷心 感谢 . 

限于 编写 者 的 水 平 ， 也 由 于 新 编 教 材 尚 缺乏 教学 实践 的 检验 ， 不 妥 及 踢 
漏 之 处 在 所 难免 ， 奶 请 广大 师 生 及 读者 不 将 赐教 . 宝贵 意见 请 通过 邮箱 
gaozhongshuxue(@seph.com.cn 反馈 ， 不 胜 感 激 . 
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